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1 Teoria Cinética dos Gases

1.1 Evidéncias para uma descricao Atomica da Matéria

e gregos (Democrito, Epicuro ~ 450AC). Dai vem a palavra atomo (a-tomo = indivisi-
vel). Até o século XVII, essa idéia era associada aos quatro elementos dos quais era
composto tudo na Terra (dgua, fogo, ar e terra).

e Newton (~1662) tenta explicar a lei de Boyle PV — cte. tratando gases como particu-
las rigidas estaticas que se repelem mutuamente com forca inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre as particulas.

e Bernulli (~1738) primeira descri¢ao cinética dos gases. Formulou um modelo similar
ao que apareceu mais de um século depois, conseguindo antecipar inclusive proprie-
dades dos gases que s6 seriam conhecidas cerca de 50 anos depois.

e Dalton (1803): Modelo atomico: uma mintscula esfera macica, impenetravel, indes-
trutivel, indivisivel e sem carga.

e Em 1811, o italiano Amedeo Avogadro apresentou hipoteses para a teoria atdmica
(introduziu a molécula), que entretanto nao foram muito aceitas até meados do século
XIX:

Particulas de um gas sao pequenas, comparadas com a distancia média entre
elas.

Particulas dos elementos consistem, as vezes, de 2 ou mais atomos unidos (cha-
mou esses agrupamentos de moléculas).

Volumes iguais de gases em T e V constantes contém niimeros iguais de molé-
culas.

e Teoria cinética dos gases foi formalmente e amplamente desenvolvida a partir de
meados do século XIX por Maxwell, Clausius, Boltzmann e outros.

e Descoberta do elétron por J. J. Thomson em 1897.
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1.1.1 A descoberta do elétron

Os raios catodicos foram descobertos no final do século XIX e sua natureza nao estava ainda
bem estabelecida quando Thomson iniciou seus experimentos no Laboratério Cavendish,
na Inglaterra. Contrariamente & maioria dos cientistas germanicos, que achavam os raios
catodicos serem conseqiiéncia de um processo ocorrendo no ether, Thomson (e outros cien-
tistas ingleses) propunha que os raios eram particulas materiais carregadas negativamente
e desenvolveu um método para medir a razao entre a carga e a massa dessas particulas, os
elétrons.

No tubo de raios catodicos (figura 1.1), os dois anodos A e B sdo ligados ao potencial
positivo e o catodo ao negativo. Com uma pressao baixa, mas ainda com uma quantidade
razoavel de gas no interior do tubo, héa ionizacao do gas residual e uma luz é emitida na
regiao entre o catodo e o 4nodo A. Quando a pressao é diminuida abaixo de um certo
valor, tudo se torna escuro, exceto uma faixa (imagem do anodo) no anteparo fosforescente
colocado na outra extremidade do tubo. Os raios catodicos podem ser desviados por
campos elétricos ou magnéticos. Ao se aplicar uma diferenca de potencial V entre as
placas D e E, a imagem ¢ desviada para cima ou para baixo.

Figura 1.1: Tubo de Raios Catddicos como o usado por J. J. Thomson

Aplicando-se um campo magnético uniforme B, por exemplo na regiao das placas D e
E, na diregao perpendicular ao plano do papel, na regiao em que existe campo, os raios
catodicos terao como trajetoria um arco de circulo, cujo raio é dado pela segunda lei de
Newton, igualando-se a forca magnética com a centripeta:

2
Fmag = L'centripeta - QUB = %7 R = %

Para determinar a velocidade v dos raios, Thomson coletava e media a carga total Q) =
Ngq, onde N é o ntmero total de particulas dos raios catodicos atingindo uma pequena
placa condutora onde a carga é coletada. Medindo-se o aumento de temperatura dessa
placa e sabendo-se que a quantidade de calor gerado corresponde a perda de energia W
das particulas do raio, onde W = N%va. Substituindo-se N = % na expressao para a

perda de energia, temos: v*> = 2Wq/mQ o que resulta na expressao:
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q 2W

m  QR2DB2

Este procedimento resultava em valores muito incertos para a razao q/m, principalmente
devido as dificuldades de se determinar . Num segundo método desenvolvido por J. J.
Thomson, ele aplicava, além do campo magnético B, uma diferenca de potencial V na
regiao entre as duas placas. Supondo ser o raio devido a um feixe de particulas de carga ¢
e massa m atravessando a regiao entre as placas com velocidade v perpendicular & direcao
do campo magnético (e a do elétrico), na regiao em que ha campo B, a forga magnética
fard com que as particulas descrevam um arco de circulo de raio R dado pela expressao
mostrada anteriormente, R = muv/qB.

Note que com v na dire¢ao do eixo do instrumento e B perpendicular ao plano do papel, a
forca magnética terd direcao perpendicular ao plano das placas, ou seja, na mesma direcao
da forca elétrica. Se o campo elétrico entre as placas é E, a forca elétrica nas particulas
de carga ¢ serd gF. Ajustando-se a intensidade do campo elétrico de modo que a forca
elétrica cancele a for¢a de diregdo oposta devido ao campo magnético (fazendo portanto
que a faixa luminosa no anteparo fique na mesma posicao em que ficava quando nao havia
nem B nem E), tem-se a igualdade:

E
quB = qF; deonde v = 5

Mantendo-se agora este valor de E e desligando-se B, mede-se uma deflexdo vertical y na
tela. FEsta deflexdo pode ser calculada pela soma de dois termos: na regiao entre as placas,
a particula esté sob a acao de uma for¢a constante qE na direcao vertical e o deslocamento
na posicao vertical é dado por:

1 1qF ,

= —qt? = =1 7¢
Bt =g

Onde t; é o tempo de transito da particula no comprimento x; das placas: z; = vt; e
portanto,

1gFE 22
y1:§——2
m v

Ao deixar a regiao de aceleracao, a velocidade na direcao y é

e a particula continua com essa velocidade até atingir o anteparo fosforescente. O tempo
gasto para percorrer a distancia x, éty = x9/v e portanto:

qFE x179

y2:vt2:
v m  v?

e a distancia total y ¢ dada por:
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E

q 1
y=mnty=——
mu

51’% + ZE1I2>

Medindo-se y, e e sabendo-se x; e x5 pode-se entdo determinar ¢/m. Thomson repetiu
o experimento trocando o gés residual e o elemento do catodo, obtendo sempre o mesmo
resultado. Valores de ¢/m para ions eram conhecidos por medidas de eletrolise. Thomson
notou que os valores de ¢/m para os raios catodicos (que ele chamou de corptisculos e
que depois seriam chamados de elétrons) eram cerca de 2000 vezes maiores que o g/m
correspondente ao ion mais leve conhecido, o hidrogénio.

Ja a partir das medidas realizadas por Faraday, haviam evidéncias para uma quantidade
minima de carga elétrica. A quantidade de carga correspondente a 1 Faraday (~96500 C)
é usada para decompor 1 mol de fons monovalentes e o dobro dessa quantidade para o caso
de fons bi-valentes. Como F = N,e e com as estimativas que haviam para o nimero de
Avogadro, Faraday estimou e — 1072 C,

Thomson procurou entao determinar o valor da carga elementar, experiéncias que foram
realizadas por seu aluno J. S. Townsend. Fazendo o gas ionizado produzido por eletrolise
borbulhar através da agua, produzia uma nuvem de vapor d’agua, com cada goticula
contendo um (ou mais) ion. Coletando as goticulas da nuvem, media sua carga total com
um eletrémetro, bem como sua massa. Determinando-se ntimero de gotas como a razao
entre a massa total e a massa se uma gota (o raio médio das gotas era estimado medindo-
se a velocidade de queda livre das gotas - veja experiéncia de Millikan adiante) e com a
suposicao de que cada goticula continha um fon, a carga elétrica de cada fon pode ser
determinada. Townsend estimou q = 107'9C, as principais incertezas no raio das gotas (as
goticulas evaporam muito rapidamente e seu raio varia com o tempo) e no numero de ions
contidos em cada gota.

1.1.2 A Experiéncia de Millikan

Um método muito mais preciso para a medida da carga de uma tnica gota foi desenvolvido
em 1910 por Millikan e Fletcher. Neste método sao utilizadas goticulas de 6leo, que ao
contrario da agua, nao perdem muita massa por evaporacao. No método de Millikan e
Fletcher, a carga de cada gota é determinada. Embora cada gota contenha um ntmero
variado de cargas elementares, com a medida de um grande ntimero de gotas foi possivel
determinar com precisdao o valor da carga elementar e =1.59 - 107 C).

No método de Millikan (figura 1.2), goticulas de 6leo sao produzidas com um micro
pulverizador (também chamado de atomizador, semelhante ao aparelho usado até 20-30
anos atras para vaporizacdo de remédio para asma) e introduzidas através de pequenos
orificios, no espaco entre duas placas de um capacitor. Com uma iluminacao forte e um
microscopio de pequena ampliagao (~3 a 10x) pode-se observar o movimento das goticulas
(observa-se a luz refratada pelas gotas) ao se aplicar uma diferenga de potencial entre as
placas. Além da forca elétrica qE e da gravitacional mg, deve-se considerar ainda agindo
nas gotas, uma forca resistiva, devido a viscosidade do ar (deve-se considerar ainda uma
pequena corregao devido ao empuxo). A forca viscosa é proporcional & velocidade da gota

10
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Atomizador

Figura 1.2: Aparelho utilizado na medida da carga elementar utilizando a técnica de
Millikan-Fletcher.

e é dada pela lei de Stokes: F, = —6mnav. Onde n é o coeficiente de viscosidade do ar,
a o raio da gota e v sua velocidade. Assim, uma gota com a forca elétrica para baixo,
paralela & da gravidade, faz com que a goticula seja acelerada para baixo, aumentando sua
velocidade e com isso também a forca resistiva, até que esta se iguale & soma das outras
fazendo com que a gota atinja uma velocidade constante (velocidade terminal). Como o
tempo gasto na parte acelerada do movimento ¢ muito curto (~ 1075) a gota é sempre
observada em movimento uniforme. Invertendo-se o campo elétrico (escolhendo-se E de
tal forma que qE > mg) a gota passa a fazer um movimento ascendente. Desprezando-se
o0 empuxo, as equacoes de equilibrio de forcas sao:

mg + qF = 6mnavy  (descida)
qF = mg + 6mnavs (subida)

Somando as equagoes e usando E = V/d, m = %71’@3/) e sendo d a separacao entre as
placas do capacitor:

d
q= 37rnav (vg + vs)

O raio pode ser obtido das mesmas medidas de v, v4. Subtraindo-se as duas equacoes
obtém-se:

9n (Ud - Us)

a =
4pg

O raio da gota poderia ser também determinado, medindo-se a velocidade terminal na
queda livre, ou seja, sem nenhum campo elétrico. Neste caso, a forca gravitacional é
equilibrada pela forca viscosa:

4 .
mg = §7Ta3péleog = 6mnav,

11
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de onde se obtém:

I,
a=\/>—
2009

No experimento realizado no laboratoério didatico, esta expressao é utilizada para se fazer
uma primeira estimativa do tamanho das gotas, de modo a se poder selecionar gotas de
tamanhos adequados para as medidas.

Millikan e Fletcher estudaram ainda com cuidado a lei de Stokes e verificaram que a
viscosidade do ar, determinada para o caso de objetos macroscépicos deveria sofrer uma
pequena corre¢ao devido ao pequeno tamanho das gotas (nas medidas que fazemos no
Laboratorio Didatico, as gotas tém raio de cerca de 5-107° ¢m). Essas gotas tém tamanho
comparavel com o livre caminho médio das moléculas de ar e portanto o ar nao se comporta
como um "fluido continuo", como é o caso para esferas de raios muito maiores. A lei de
Stokes correta é obtida calculando-se a viscosidade do ar para uma gota pequena com:

b -1
n="o (1+ _)
pa

Onde 7, é a viscosidade do ar para objetos macroscopicos, p a pressao atmosférica, a o
raio da gota e b =6,17 - 10~* cmHg.cm é uma constante.

Na figura 1.3, vemos a distribuicao de valores para cerca de 300 gotas, medidas pelos
alunos da disciplina Fisica Experimental V do IFUSP, acumuladas durante dois anos em
meados da década de 90. Os resultados mostram claramente a quantizacao da carga e a
analise de centroide dos trés primeiros picos, permitem a determinacao da carga elementar
com incerteza menor que ~ 1%.

Um interessante relato de H. Fletcher sobre seu trabalho com Millikan foi publicado
postumamente (H. Fletcher - My work with Millikan on the oil-drop experiment. Physics
Today, June 1982, p. 43). Neste artigo, Fletcher, conta como foi o desenvolvimento do
método e como Millikan lhe comunicou que seu nome nao seria incluido no artigo a ser
publicado sobre a determinagao da carga do elétron (e que daria o prémio Nobel a Robert
Millikan).

Mais recentemente, variacoes da técnica de Millikan-Fletcher tém sido utilizadas na pro-
cura de cargas fracionéarias. Embora previstas no modelo padrao das particulas elementares,
os quarks (com carga j:% e + %) nao devem ser observados separadamente, mas somente
combinadas de modo a ter carga total inteira. Mesmo assim, muitos pesquisadores tém
efetuado essas experiéncias na busca de particulas com cargas fracionarias. Um bom artigo
descrevendo essa busca é o de M. L. Perl e E. R. Lee “Searching for elementary particles
with fractional electric charge and the philosophy of speculative experiments” - Am. J.
Phys. 65, 698 (1997).

12
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60
L Experiéncia de Millikan .
50 — —

40— _

30 — —
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20— —

olo m— L
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Figura 1.3: Distribuicao de valores de carga de gotas medidas na experiéncia de Millikan
(dados obtidos por alunos do IFUSP).

1.2 A Teoria Cinética da Pressao

Conforme as idéias originais de Dalton e de Avogadro, um gés é constituido de um ntimero
grande de particulas (moléculas), separadas por distancias grandes, comparadas com seus
didmetros e que executam colisoes elésticas entre si e com as paredes do recipiente. Como
as moléculas sao eletricamente neutras e a forca gravitacional entre elas é desprezivel,
podemos considerar que nao hé interacao entre as moléculas, a nao ser durante as colisoes.
Portanto, entre duas colisoes, elas descrevem um movimento retilineo e uniforme.

Vamos entao tentar obter a lei dos gases ideais, PV = nRT, a partir destas hipdteses.
Consideremos as moléculas de um gés, contidas num recipiente na forma de uma caixa
ctbica de lado L. Vamos calcular a pressao na superficie a direita, perpendicular ao eixo
X, e com area A.

Uma molécula do gas com velocidade v colidindo com aquela superficie do recipiente
terd alterada somente o componente de sua velocidade na direcao perpendicular & parede:
Ugi — —Vz. A variacdo do momento linear da molécula sera portanto Ap,; = 2mu,;, que
corresponde portanto ao impulso aplicado & parede pela colisao com a molécula. As molé-
culas no gas devem ter as mais diferentes velocidades, em todas as diregoes. Consideremos
que as N moléculas contidas no volume V da caixa e vamos agrupé-las conforme os valores
dos componentes x de suas velocidades: n] com v,1, nj com v, e assim por diante. Num
pequeno intervalo de tempo At, o numero total de moléculas com velocidade v,; que coli-
dem com a parede a direita serd dado pelo niimero de moléculas que se encontram a uma
distancia menor que Atv,; da parede. Este nimero é dado portanto pela quantidade de
moléculas contidas no volume Atv,; A, que corresponde a fracao n;(Atv,;A)/V. O Impulso

13



1 Teoria Cinética dos Gases

total correspondente a esse grupo de moléculas seré portanto:

At'l}gmA
V

Sabemos que, por definicao, o impulso de uma forca é igual ao produto da forca media
pelo intervalo de tempo em que ela atua. Portanto a forca média agindo na parede no
intervalo de tempo At é:

!/
I =n,; 2Mmuy;

ni2mu?,
(Fy = AT
A pressao média devido a essa forca serd portanto:
P ni2muv?,
’ V

Para obtermos a pressao total, devemos somar para todos os valores de v,;:

P:ZHQTM:%”ZH;’U;

Note que n} é o ntimero de moléculas com velocidade v,; positiva (atingindo a parede a
direita do recipiente). Se considerarmos o nimero de particulas com componente —uv,;, este
numero devera ser também n’, pois ndo héa razao para que haja mais ou menos moléculas
com componente de velocidade numa direcao, em relagao a outra. Chamando agora de n;
o namero de particulas com modulo de velocidade v,;, temos que n; = 2n}. Substituindo
na expressao acima, temos:

P = %anvzl

O valor quadratico médio do componente x das moléculas do gas é, por definicao, dado
por:

(2= >
com

Portanto temos a relacao:

PV = N.m.(v2)

O modulo quadratico da velocidade de uma molécula no gas é definida por v? = v2 +
vi + v2 e portanto a velocidade quadratica média sera dada por:

14
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() = 5 Yot = 5 Yo (0 e+ 02) = () + () + ()

Novamente, nao ha nenhuma razao para que qualquer um dos valores médios a direita

. . : 2V 22\ 2
da equacio acima seja menor ou maior que um outro. Portanto (v2) = (v2) = (v2) de

onde (v?) = 3 (v2) e portanto:

PV = N%m (v?) = N; Gm <v2>)

O termo 3m (v?) corresponde a energia cinética média das moléculas do gas. Assim,

temos finalmente:

2
PV = SN (E,)

Comparando com a lei dos gases, PV = nRT, onde n = 1\%7 temos:

R 2
N—T =N-(FE,
N, 5 (Ee)
de onde se obtém,
3R 3
By =22t ="k
(Ee) 2 Ny 2
onde k = R/N4 é a chamada constante de Boltzmann (k = 1.38 - 10"2J/K = 8.6 - 107°

eV/K).

A temperatura absoluta de um gas é portanto diretamente relacionada com a energia
cinética média das moléculas do gas. Por exemplo, a temperatura ambiente (~300 K), a
energia média das moléculas de um gés é:

3
E.= 5 8.6-107°-3000.04¢eV

Podemos também, com base nestes resultados, calcular a velocidade média das moléculas,
definida como v,.,s = 1/ (v?), onde rms corresponde em inglés a “raiz da média quadratica”
(root mean square):

e = ) =D [HT

m m

. _ [3RT _ [3RT
rms NAm— M

onde M é a massa molar do gas.

como k = Ni, temos:
A
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1 Teoria Cinética dos Gases

Essa velocidade pode ainda ser calculada em termos de grandezas macroscopicas. Com

PV = nRT |, temos Vppns = %. O produto nM corresponde & massa total do gas

M _

contida no volume V e portanto %> = p, a densidade do gas e vyp,s = 32 Para o ar em
’ p

condicoes normais de pressao e temperatura, p~14kg/m3ep=1latm=1,0-10°N/m?o
que corresponde a Uy, =~ 460m/s.

Lembrando ainda que a velocidade do som em um géas é dada por v, = \/'YRT onde

C
v =g = 1.4, vemos que a velocidade do som é da mesma ordem de grandeza da velocidade

média das moléculas do gas. Como a onda sonora se propaga, em termos microscopicos
pelas colisoes entre as moléculas, ela nao poderia entao ser maior que a velocidade com
que essas moléculas colidem.

Na obtencao da equacao dos gases, ignoramos as colisoes entre as moléculas, no volume
do recipiente. Embora haja normalmente um ntmero muito grande dessas colisdes, uma
vez que essas colisoes sao elasticas, tanto a energia cinética quanto o momento linear sao
conservados. Por outro lado, as moléculas do gas tém uma ampla distribuicao de valores
de velocidade (que veremos posteriormente) e essas colisoes nao alteram, em média essa
distribuicao, que é representada, na deducao pelos valores de ny, ns, ... Portanto, a deducao,
embora nao tenha considerado explicitamente as colisoes entre as moléculas, é correta.

1.3 Equiparticao da Energia

Na sessao anterior, vimos que a energia cinética de translagao (v no caso se refere a veloci-
dade do CM das moléculas) é repartida igualmente nas trés possibilidades dos componentes
de velocidade da molécula:

1 1 1
E, = imvi + §mv§ + §mv§

O argumento para que isso ocorra é que nao deve haver uma coordenada privilegiada.
Como cada pequeno volume de gas ¢ homogéneo e isotropico, as trés direcoes espaciais sao
equivalentes naquele volume, e dai a eqiiiparticao da energia cinética.

Para moléculas monoatomicas, a translagao é a inica maneira de uma molécula adquirir
energia. Entretanto, moléculas formadas por dois ou mais atomos podem também girar e
vibrar. Novamente observa-se nesses casos, que a energia média das moléculas se distribui
eqiiitativamente nos varios modos possiveis para a molécula adquirir energia. Na molécula
monoatomica, como vimos, a energia total ¢ igual a energia cinética de translagao e igual
a b, = %kT. Portanto, cada termo da energia, escrita como funcao dos componentes
da velocidade, corresponde a %k’T. Vamos generalizar esta observagao, com o chamado
Teorema da Eqiiiparticao da Energia:

Num sistema em equilibrio termodindmico o temperatura T, a energia média de uma
molécula, por grau de liberdade, corresponde a %kT.

Como grau de liberdade, entende-se cada coordenada (seja de velocidade ou de posicao)
que aparece elevado ao quadrado na expressao para a energia da molécula. Assim, uma
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1.4 Capacidade Calorifica dos Gases

molécula monoatomica pode adquirir energia somente na forma de translacdo nos trés
eixos independentes. Ja uma molécula diatdmica, se considerada idealmente como duas
esferas (dtomos) ligadas por uma haste rigida, como nos halteres, tera, além dos trés graus
de liberdade referentes a translacio do CM, a possibilidade de rotagdao. A rotacao do
halter pode se dar em qualquer dos trés eixos, mas como veremos posteriormente, essa
molécula nao pode adquirir energia por rotagao ao longo do eixo de simetria, que passa pelo
eixo da haste (podemos imaginar, a principio, que o tamanho do atomo é desprezivel em
comparacao com a distancia entre os dois 4tomos na molécula e que o momento de inércia
em relacdo a este eixo é zero, mas a verdadeira razao para que isso nao possa ocorrer so
pode ser compreendida com a mecanica quantica). Portanto, sdo dois os graus de liberdade
de rotagao da molécula diatomica e a energia da molécula ¢ entao escrita como:

B = m (o} + 0} +47) +
e portanto F = ng para moléculas diatomicas.

As moléculas diatémicas nao sao rigidas. Num modelo mais realista, os dois dtomos
seriam ligados por uma mola. Esta molécula pode entao ter energia de vibragao, que
corresponde a outros dois graus de liberdade, uma vez que a energia de vibragao é dada
por £ = %/{:(52 + %mv?, onde § é o deslocamento em relagao a distancia de equilibrio e v, a
velocidade dos atomos da molécula em relacao ao centro de massa.

53 (2 +wd)

1.4 Capacidade Calorifica dos Gases

A capacidade calorifica molar a volume constante C, de um gés é definida como:

dQ
o= ﬁl

Onde d(@) ¢ a quantidade de calor absorvido pelo gas e d1' a correspondente variagao de
sua temperatura. Como nos processos a volume constante nao ha realizacao de trabalho,
a quantidade de calor (energia) absorvida s6 pode ser armazenada na forma de energia
interna, ou seja : translagdo, rotacao ou vibragdo das moléculas. Chamando a energia por
mol de moléculas por U (energia interna molar), a capacidade térmica molar a volume
constante é dada por:

dU
C,=
),

Para um mol de moléculas monoatdémicas, U = %NAkT = %RT e portanto C), = %R.

Para moléculas diatomicas, usando-se o modelo de halteres rigidos, U = gRT e portanto

5

C, = 3 R. Estes valores estao em bom acordo com os valores de C,, observados para todos

0s gases monoatomicos e com aqueles para a maioria dos diatomicos (para moléculas com
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1 Teoria Cinética dos Gases

mais de dois 4tomos, o calculo do ntimero de graus de liberdade é muito mais complexo e
nao sera discutido aqui).

No caso das moléculas diatomicas, observa-se entretanto, que o valor de C, varia com a
temperatura. Se numa faixa de temperatura tem-se C, = gR, baixando-se a temperatura
o valor de C, diminui, até atingir %R e entao estabiliza. Aumentando-se a temperatura,
o valor vai aumentando, podendo atingir %R, mas em geral este valor nao chega a ser
atingido, pois antes as moléculas se dissociam. Isso pode ser entendido se admitirmos
que abaixo de uma certa temperatura, as moléculas do gis nao podem mais rodar e que
somente acima de uma certa temperatura mais elevada, podem vibrar além de rodar. A
explicacao para esses fatos s6 pode ser obtida com a mecanica quantica, como veremos
mais tarde.

Essas idéias podem também ser aplicadas aos solidos.Considerando-se os atomos num
cristal como ligados uns aos outros por forcas como numa mola. Cada 4tomo pode entao
adquirir energia vibrando em quaisquer dos trés eixos e portanto,

E= %k (2® + 9 + 2°) +%m(v§+v§+vz)

correspondendo a seis graus de liberdade. Portanto, para solidos C, = 3R, de acordo
com essas premissas. Realmente, este é o valor observado para o calor especifico a volume
constante para solidos, a altas temperaturas, mas C, diminui gradativamente, & medida que
a temperatura diminui. Posteriormente iremos estudar um modelo para o calor especifico
dos solidos, com base na mecanica quantica, onde este comportamento sera previsto.

1.5 A Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

No calculo da velocidade quadratica média, na sessao anterior, utilizamos o conjunto
{n1,n9,n3, ...} que caracteriza a distribui¢ao de velocidades das moléculas do gas. Como o
niimero total de moléculas no recipiente ¢ N = ) n;, a razao f; = 5 corresponde a fragao
de moléculas com velocidade v,;. Utilizando-se o conjunto {f} ao invés de {n’}, a defini¢ao

da velocidade quadratica média é dada por:

(12) =+ St = Y,

e os f; obedecem ao que se chama de condi¢ao de normalizagao da distribuicao:

Zfi:%znizl

O conjunto {f} é chamado fung¢ao de distribui¢ao, no caso, dos componentes de velocidade
das moléculas de um gés ideal. Na verdade, em muitos casos, incluindo o das moléculas
de um gas, os valores da grandeza a que a distribuicao se refere, no caso v,, sao continuos
e a atribuicdo que fizemos, de um nimero discreto de valores {v,1 vy9,...}, é apenas uma
aproximacao. Neste e em muitos outros casos, o conjunto {f} deve ser substituido por uma
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1.5 A Distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann

fungao continua f(v,). Como no caso geral de substitui¢cdo de uma somatoria pela integral,
a definicao de média de uma grandeza para uma funcao de distribuicao continua é dada
por:

w= [ :O 2 (va)do

com a condigao de normalizac¢ao:

400
flog)dv, =1

—0oQ
Na verdade, o conjunto {n} ou {f} que utilizamos na sessdo anterior poderia ser melhor
interpretado como cada n; correspondendo ao nimero de moléculas com velocidade dentro
de um pequeno intervalo entre v,; e v, + Av, (e portanto f; correspondendo a fragao de
moléculas dentro desse intervalo). Deste modo temos as seguintes relagoes:

Uzi+AUm Uzi+AUm
fi= / f(vg)dv, en; = N/ f(vy)dv,

fazendo-se Av, tendendo a zero, temos:

df = f(v,)dv, = fracdo de moléculas com velocidade entre v, e v, + dv,. Note que nao
ha sentido em se dizer que f(v,) é a fragdo de moléculas com velocidade v,. Uma vez
que para qualquer intervalo finito de velocidades existem infinitos valores de v,, para um
ntmero finito de moléculas o niimero médio com uma dada velocidade é zero. O valor da
fungao f(v,) corresponde a densidade de probabilidade de se encontrar uma molécula com
velocidade entre v, e v, + dv,.

Qualquer outra grandeza, funcao de v, pode ter seu valor médio obtido a partir da funcao
de distribuigao f(v,). Seja h(v,) uma fun¢do qualquer de v,. Seu valor médio é dado por:

= [ ) e

(o]
Funcoes de distribuicao sao utilizadas em véarias situacoes em fisica e analise estatistica
em geral. Por exemplo, quando tratamos dos erros aleatorios em um conjunto de N medidas
realizadas de uma dada grandeza, esses valores se distribuem de acordo com a distribuicao

normal ou gaussiana, f(z) = Ce(==@")/20* o1 torno do valor médio da grandeza (que
representa a melhor estimativa para o valor verdadeiro, na auséncia de erros sisteméaticos).

No caso dos erros estatisticos, em geral nos interessamos pelo valor médio da grandeza
medida (z) e pelo desvio padrdo o definido como 2 = ((z — <x>)2>, ou seja, quanto em
média cada medida individual difere do valor médio, o que sem davida é uma boa medida
de nossa capacidade (ou do instrumento de medigao) de determinar o valor verdadeiro da
grandeza. Quanto maior o, mais distantes, em média, estao os valores medidos do valor
médio:
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1 Teoria Cinética dos Gases

/xzf(x)dx —2(x) /xf(x)dx + <x2>/f(x)da: = <x2> -2 <I>2 + <x>2 = <x2> — (3:>2

Embora a distribuicao de incertezas estatisticas e varias outras de interesse fisico sejam
dada por uma funcdo gaussiana, em muitas situacoes a fungao de distribuicdo pode ser
bem diferente. Portanto em muitos casos, o conhecimento somente da média e do desvio
padrao podem nao dizer muita coisa sobre o problema (como no caso da piada em que o
sujeito no meio de um tiroteio leva um tiro de raspao no braco esquerdo e depois um outro
semelhante no braco direito. Em meédia ele levou um tiro no peito e portanto deve estar
morto - em médial).

O nosso objetivo, nesta sessao é obter a funcao de distribuicao para os componentes
de velocidade das moléculas de um gas. Esta funcao de distribuicao foi obtida pela pri-
meira vez por James Clerk Maxwell por volta de 1859. Nao vamos fazer aqui a deducao
desenvolvida por Maxwell (ver H.M. Nussenzveig, vol. 2 para uma demonstragao alter-
nativa proposta inicialmente por Boltzmann). Vejamos, entretanto, alguns argumentos
que permitem avaliar algumas caracteristicas desta distribui¢cao. Em sua demonstracao,
Maxwell supos que os valores de velocidade v,, v, ev, sao independentes uns dos outros.
Isso significa que o fato de uma molécula ter v, grande, nao implica em nenhuma restricao
para os valores de v, ou v,. Isto é razoavel, pois numa colisao entre duas particulas, na
situagdo em que apenas v, é alterado (colisdo frontal), v, pode aumentar ou diminuir,
dependendo da colisao, e os outros componentes nao se alteram. Com isso, a funcao de
distribuicao procurada, que fornece a fracao de moléculas com componentes de velocidade
entre v, e v, + dv,, v, e vy, + dvy, v, ev, + dv,, F(vg,0,,0,) pode ser fatorada como:

F(Uxavyﬂjz) = f(vx)f(vy)f(vz)

pelo fato das grandezas v,, v, e v, serem independentes umas das outras. Com isso, basta
encontrar, por exemplo, f(v,).

Do que vimos na sessao anterior, f(v,) deve ser uma func¢ao simétrica, f(v,) = f(—v,)
pois nao ha razao para que as moléculas tenham preferéncia por v, a direita, em relacao a
v, com direcao a esquerda. Sem muito rigor, podemos também dizer que como as colisoes
entre as moléculas sao basicamente ao acaso, as velocidades devem se distribuir como no
caso dos erros estatisticos. Esta foi efetivamente a solucao encontrada por Maxwell:

f(v;r) _ Ce—mvg/QkT

onde
1 m 1
C = _ < )
fj;o f(vg)dv, 2nkT
e portanto
3
F('Ux,'l)yﬂ)z) = (27:7;T> 2 e_m<uw+vy+yz)/2kT
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1.5 A Distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann

Vamos precisar, nesta e nas proximas sessoes, calcular véarias integrais de produtos de
fungdes de v, por f(v,) para calculos de valores médios. Abaixo, algumas dessas integrais:

I e dy = V5ol ze M dy = 5

00 2 Xz _ 1 -3, o 3 a2 _ -2
Jo w?e M dr = 3 /mATE [T ate M dr = A

1
2
00 4 —Xx? _ 3 -5, 0 5 —Xa? _ -3

Jo ate N dr = 2y/mAEy [T abe M dr = A

As integrais de —oo a + oo sdo = 0 quando x aparece com poténcia impar no integrando
e o dobro dos valores acima, para as poténcias pares de x.

Vamos verificar a plausibilidade da funcio de distribuigao encontrada, calculando (v2),
que ja obtivemos na sessao anterior utilizando outro procedimento:

(vz) :///UiF(Uz,Uy,vz)dvxdvyde

as integrais em dv, e dv, podem ser facilmente efetuadas pois nao hé termos dependentes
de v, v, senao na propria fungdo F e cada uma dessas integrais deve ser igual a 1, pela

condicao de normalizagao:
1 +oo
m 2 2
—mvy/Qk:Td -1
(27rk‘T> / c Yy

o0

e 0 mesmo em relagao a integragao em dv,. Portanto temos:

<U2>_< m >;/+w02@—m”3/2”dv _2< m )él\/}< m >§_E
oo \emkT/) ) " T T\2nkT) 4 2kT) m

como haviamos encontrado anteriormente.

Assim como encontramos a funcdo de distribuicao de velocidades F'(v,,v,,v,), chamada
distribuicao de Maxwell, poderiamos perguntar qual a funcao que descreve as posicoes das
particulas na caixa. No exemplo que tomamos na sessao anterior, nao ha nenhuma posicao
privilegiada para as moléculas (a densidade do gas é uniforme) e portanto:

F(zyx)=C
onde C ¢é tal que:
/F(:):,y,z)d:pdydz = C’/dxdydz =CV =1

ou F(z,y,z) = %, sendo V o volume da caixa. Note que nem sempre a distribuicao de
posicoes é uma constante. Na atmosfera terrestre, por exemplo, a densidade diminui com
a altitude, devido & acao da for¢a gravitacional. Veremos posteriormente como obter essa
distribuigao.
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Se fossemos representar graficamente a fun¢do F(x,y,z) num plano (x,y), por exem-
plo, poderiamos desenhar um retangulo com as dimensoes correspondentes a esse corte
no volume da caixa, com pontos, distribuidos aleatoriamente no plano, representando as
moléculas do gas com densidade uniforme. Poderiamos também desenhar algo semelhante
para a distribuicao de velocidades, F'(v,,v,,v,). Note que agora os eixos seriam v,, v,, v, €
0 espago nao seria o espaco fisico usual, mas o espago de velocidades. Para particulas lo-
calizadas numa caixa de dimensoées (a,b,c), a representacao de F'(x,y,z) se faz numa regiao
limitada no espaco fisico. Na representagao de F'(v,,v,,v,) para essas mesmas particulas,
o espago (de velocidades) necesséario sera infinito, uma vez que a distribui¢ao gaussiana,
como sabemos, tende exponencialmente a zero, a medida que o valor de um componente
de velocidade aumenta. Se nos restringirmos ao plano (x,y), por questao de simplicidade,
vemos que F'(v,,v,) é méximo para v, = v, = 0 e gradativamente diminui, aumentando-se
Uz, Uy ou ambos. A representacao teria portanto uma densidade de pontos maior na origem
das coordenadas v,, v, e diminuindo radialmente, conforme visto na figura 1.4. Uma faixa
circular de raio entre vev+dv onde v = | /v7 + v} nesse espago, delimita as particulas que
tém modulo de velocidade entre ve v+ dv. O nimero de particulas nessa faixa é dado pelo
produto da &area da faixa, 2mvdv pela densidade de particulas com velocidade v, ou seja:
NF(vg,v,). No caso real, tridimensional, devemos tomar o produto do volume da casca
esférica de mesmo raio e multiplicar por NF(v,,v,v,). Agora, se representarmos por g(v)
a funcao de distribuicao dos médulos v de velocidade, esse ntimero sera também dado por
Ng(v)dv, e portanto:

[

= YET im

Figura 1.4: Representagdo da funcao de distribuigao no plano, F(v,,v,)
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1.5 A Distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann

3
> 2 efm(vg +v§ +v2)/2kT

m
Ng(v)dv = dmv*dvN F (v,v,v,) = Ndmv® (ZWkT

de onde

3
m 2 9 —mw?/2kT
s vie
(27rkT>
Desta funcao g(v), podemos também facilmente obter a funcao de distribuicao de energia
cinética das moléculas, uma vez que:

g(v) =4

vdv = LdE, = i\ [2Eeqp,
m m m

como no expoente da fungao temos mv?/2kT = E./kT, a fungao de distribuigao de
energias cinéticas é:

F(E)dE = CEze PR

O fator (E%) que multiplica a exponencial é vilido somente para este caso, onde a
energia total corresponde somente ao termo de energia cinética. Como veremos, quando a
energia total depende de outras quantidades (como da posi¢ao) o fator sera diferente. Da
distribuicao de velocidades g(v) podemos agora obter a velocidade média (em modulo) das
moléculas do gas:

3
_ . m 2 o9 —mwv? /2kT _ 8kKT
(v) = /U 4T <27rkT> voe dv = —

note que este valor é ligeiramente inferior ao de v,.,s = 1/(v?) que haviamos obtido
anteriormente. Note também que a distribuicao de velocidades nao é simétrica. O valor

mais provavel para a velocidade das moléculas é dado por: v, = ,/% (verifique). Este

valor ¢ inferior a (v) € Vs, conforme visto na figura 1.5.

A verificagao experimental da distribuicdo g(v) foi realizada pela primeira vez em 1926,
por O. Stern. Mais recentemente, em 1955 Miller e Kusch repetiram o experimento uti-
lizando o filtro de velocidades mecanico visto na figura 1.6, obtendo um excelente acordo
com a distribui¢do g(v), conforme se vé na figura ?7.
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Um— | “Ums &

Figura 1.5: Fungao de distribuicao de v, g(v)

Asg distribuicoes que obtivemos, F e g sao casos particulares de uma distribuicao mais
geral, conhecida como a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, cuja obtencao envolve pro-
cedimentos ainda mais complexos. Consideremos agora o caso geral de um conjunto de
particulas (ndo somente gas), cuja energia total £ ¢ uma funcdo tanto das coordenadas
x,y,z quanto das velocidades, ou melhor, do momento p,,p,,p.. Podemos pensar entao
nessas particulas como pontos de um espaco exa-dimensional (z,y,2,p,,py,p-), chamado es-
paco de fase. A probabilidade de se encontrar uma particula numa célula desse espaco de
volume d7 = dxdydzdp,dp,dp, ¢ dada por:

f(‘r7y7z7pmppy,pz>d7' = CeiE/k'TdT

Dtoster ——__,

Figura 1.6: Aparelho usado por Miller e Kusch para medir g(v)

A distribuicao de velocidades de Maxwell que vimos anteriormente corresponde ao caso
de moléculas nao interagentes, para as quais a energia total ¢ dado somente pela energia
cinética, E = 5-(p2 + p2 + p2).
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Uma aplicacao interessante da funcao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann é a que se
refere & atmosfera da Terra. Se considerarmos a atmosfera terrestre como um gas ideal, a
uma temperatura T, a energia das moléculas sera dada por:

1 2 2 2
E= %(pm +p, +p;) +mgz

onde z é a altura em relacdo ao nivel do mar. A distribuicdo de Maxwell-Boltzmann
para essas moléculas sera portanto:

f(xvyazapr?y?pz) = Ceiﬁ(pierngpg)/kTeing/kT

Figura 1.7: Comparacao entre os valores medidos por Miller e Kusch, com a funcgao de
distribuicao teorica g(v)

se perguntarmos qual a probabilidade de encontrarmos uma molécula entre z e z + dz,
(ndo importando o valor de x,y), temos (integrando-se em x e y):

f(Z) — C/efmgz/kT

Essa funcao é conhecida como lei das atmosferas, mostrando que a densidade do ar
decresce exponencialmente com a altitude.

1.6 O Movimento Browniano

Em 1827, o botanico inglés Robert Brown observou que as particulas de polen em suspen-
sao faziam um movimento irregular. Inicialmente pensou tratar-se de uma manifestagao
biolégica, de vida dos polens, mas depois de observar uma grande variedade de materiais,
concluiu que o fendémeno se manifestava também em amostras inorganicas, portanto nao
tendo nenhuma relacao com processos vivos. Esse fenomeno, hoje conhecido como mouwi-
mento browniano, permaneceu inexplicado por cerca de trés quartos de século até 1905,
quando Albert Einstein publicou sua teoria para o fendmeno, baseada na teoria cinética
da matéria. A explicacdo de Einstein para este fenémeno deu um grande impulso para a
aceitacao da teoria cinética da matéria, bem como da teoria atomica, que até entao nao
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tinha ampla aceitacao. Em sua autobiografia, Einstein descreve o desenvolvimento deste
trabalho: Meu objetivo principal era encontrar fatos que garantissem, na medida do pos-
stvel, a existéncia de dtomos de tamanho bem definido. Tentando fazé-lo, descobri que,
sequndo a teoria atémica, deveria existir um movimento observdvel de particulas microsco-
picas em suspensao, sem saber que observacoes do movimento browniano jd eram familiares
hd muito tempo.

No movimento browniano, uma particula solida, grande bastante para poder ser obser-
vada num microscopio (i.6. contendo um grande nimero de atomos), mas suficientemente
pequena para que as colisoes com as moléculas do gas ou liquido onde se encontra suspensa,
possam ser observadas como pequenos deslocamentos da particula. Este movimento é simi-
lar ao processo de difusao de moléculas, exceto pelo fato que para moléculas, com massas
muito menores, a difusao se da com velocidades muito maiores. O movimento da parti-
cula em suspensao pode ser entendida com um exemplo simples, conhecido como passeio
aleatorio. Consideremos o caso de um bébado, andando numa calcada. Consideremos por
simplicidade, o movimento como unidimensional. Dadas suas condicoes, a probabilidade
de o bébado dar um passo para a direita, é igual a de dar um na direcao oposta.

Vamos entao calcular a distancia média a que o bébado se encontra da posi¢ao inicial
(porta do bar), apos ter dados n passos. Claramente, como é igualmente provavel um passo
para a direita ou esquerda, temos (z,,) = 0. Entretanto, o valor médio de z2 nao é nulo.
Seja x; a posicao do bébado apos o i-ésimo passo de comprimento [:

ry =%l = (v1) =0; (a]) ="

To =1 1 = (29) =0; <;pg> - <xf> + 20 (z) + 12 — 92

Ty =Tp_1 £ = (x,) =0; <xi> = <xi_1> + 20 {x, 1) +1? = nl?

Portanto, ap6s n passos, o bébado estara a uma distancia x,,,s = v/nl da origem, com igual
probabilidade de se encontrar & direita ou a esquerda dela. Para uma particula browniana,
o numero de passos observado n, correspondente ao deslocamento médio medido num
intervalo de tempo t, é proporcional ao ntimero de colisoes que a particula sofre, com as
moléculas do gas. Portanto, o niimero de passos n também serd proporcional ao tempo
de observagdo. Portanto, (2) pode ser dado por (x2) = 2Dt onde D é uma constante,
chamada constante de difusao.

Vejamos agora uma deducao mais formal do deslocamento quadratico médio, onde sera
possivel obter explicitamente o valor de D. Consideremos a equagao de movimento para a
coordenada x da particula browniana. Agem sobre a particula, a forca viscosa, dada pela
lei de Stokes, F,, = —67mnav, além da forca ocasionada pelas colisdes com as moléculas do
fluido. Essa forca é completamente aleatoria e tem média zero. Macroscopicamente, essa
forca corresponde & pressao do fluido sobre a particula. Microscopicamente, sabemos que
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1.6 O Movimento Browniano

ela é devida as colisoes com as moléculas e que nao é sempre nula, devido as flutuacoes
no numero de colisoes. Forgas desse tipo sao chamadas forcas estocésticas ou forgas de
Langevin. A equacao de movimento para a coordenada x da particula é portanto:

dx dz
m— =

aw - Pa

onde p = 6mna. Multiplicando a equacao por x e utilizando as relacoes:

d d_f’f_d_x2+d2_x d (a?\ _ dv
a\"ar ) T\t a2 S\ o) T

d [ dry d£2+i£2_p
T \Tar ) "\ P\ ) ="

Tomando a média dessa equacdo e notando que (xF.) = (x)(F.) = 0 pois ndo ha
nenhuma correlagao entre o valor da forca e a posicao em que se encontra a particula,

temos:
d (d [z* ) d z*
222 _ el )
(G (@ (5))) -t (Gs)
Note que a operagao de diferenciagdo em relagdo a t comuta com (), pois:

<%x2> - / %ﬁF(x)d:c = %/a:?F(x)dw = %<$2>

Definindo entdo a funcio f = (£2?) = 4 (3?), a equa¢do acima fica:

+ Fe

temos:

1
Y “uf=0
3~ )+ g
Como, pela teoria cinética, %m (v?) = %kT, obtemos a seguinte equacgao:
df
- = 2kT
m— +if
fazendo agora a substitui¢do: g(t) = f(t) — %, e como % = %,
dg  p
0
dt + mg

defindo 7 = %, a solucao dessa equacgao pode ser escrita como:

2kT
9(0) = goe™" e J(0) = gue™7 4 ==

e entao
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1 Teoria Cinética dos Gases

d 2kT
& (o) = e r 2T
de onde
2KT RT
2\ _ _ —t/T SV = —t/T T ¢
<$ > goTe + p goTe + Ey———

Para particulas pequenas, como as onde o movimento browniano é perceptivel, a razao (1)
entre a massa da particula e a constante . = 67na ¢ cerca de 107%s. Portanto, para tempos
normalmente usado na observagdo do movimento das particulas (segundos), e VT ~0e

o RT
<x > B SWnaNAt

Em 1908, Jean-Baptiste Perrin conseguiu confeccionar micro esferas de latex, com raios
determinados e estudou o movimento browniano dessas particulas numa série de emulsoes,
variando a dimensao das particulas, o liquido de suspensao, a temperatura, etc. e sempre
obtendo o mesmo valor para Ny, entre 5.5 x 10%% e 7,2 x 10?3, conforme suas proprias pala-
vras, no discurso que proferiu na entrega do premio Nobel que recebeu por seus trabalhos
com o movimento browniano. A excelente concordancia dos resultados fez com que a teoria
atomica da matéria passasse a ter a ampla aceitacao.

30 . i ; ‘ . .

L Movimento Browniano

Gota de raio 3. 10'50111 medidaa cada 10 s

20

10

Posigfo da gota (mm)

20 I | I | L F | I |
0 400 300 1200 1600 2000

Niimero de Observactes

Figura 1.8: Simulagao numérica: Componente x da posicao de uma particula browniana
em funcao do tempo para trés gotas de mesmo raio.
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1.7 Exercicios

No laboratério didatico, realizamos uma medida do nimero de Avogadro, com base
no estudo do movimento browniano em gotas de 6leo, utilizando o mesmo equipamento
e técnica da experiéncia de Millikan. Nessas medidas entretanto, escolhe-se gotas bem
menores que as usadas nas medidas da carga do elétron, de modo a aumentar o efeito,
tornando a observacao mais facil e precisa.

Se fizermos um grafico, nao dos deslocamentos a cada intervalo de tempo At, mas da
posicao relativa a uma origem em relacao ao tempo, teremos uma curva como as mostradas
na figura 1.8. A principal caracteristica dessas curvas, é que elas sao semelhante em
qualquer escala de tempo em que a observamos. Por exemplo, se numa das curvas da 1.8,
tomarmos uma faixa de 0 a 50 ao invés de 0 a 500, o aspecto da curva nao se altera. Uma
curva com comportamento como as da figura, no qual ele se repete sempre, qualquer que
seja a escala do eixo que utilizamos para observa-lo, é chamado fractal (embora no presente
caso, haja um limite inferior de escala, dado pela escala atomica).

1.7 Exercicios

1.- No aparelho de Thomson mostrado nas notas de aula, as placas D e Estao separadas
por 1.5 cm, tém 5 cm de comprimento e sao mantidas a uma diferenca de potencial de 50
V. a) Se os elétrons tém energia cinética igual a 2000 eV, encontre a deflexdo produzida
apos o percurso de 5 cm entre as placas. b) Qual a deflexdo total da mancha na tela,
considerando que os elétrons percorrem uma distancia adicional de 30 cm na regiao livre
de campo, antes de atingir a tela? ¢) Qual a intensidade de campo magnético que seria
necessaria entre as placas para que nao houvesse deflexao?

2.- Para uma gota de 6leo de raio a, caindo sob acao somente da forca da gravidade e
da resisténcia do ar, determina-se a velocidade de queda pela medida do tempo de queda
numa distancia de 1 mm. Sabendo-se que a densidade do 6leo é igual a 0.8 g/cm?, e que
o coeficiente de viscosidade do ar é n = 1,8 - 10~ *poises (sistema cgs), faca uma tabela de
valores do raio em funcao do tempo de queda, para t, variando de 5 a 40 s em intervalos
de 5 s.

3.- Calcule v,,,, para o Hy a temperatura de 300K. Calcule a temperatura T para o qual
Urms iguale a velocidade de escape do campo gravitacional terrestre, de 11,2 km/s.

4.- Calcule o nimero médio de moléculas/cm? e o espagamento médio entre elas: a) em
agua liquida. b) em vapor de dgua, a 1 atm e 100 C (tratando como um gas ideal). c)
no caso b), calcule a velocidade quadratica média das moléculas. d) Qual o tempo médio
entre duas colisoes?

5.- A funcao de distribuigao de velocidades de um grupo de N particulas é dada por
dN, = avdv onde dN, é o nimero de particulas que tem velocidades entre v e v + dv, e a é
uma constante. Nenhuma particula tem velocidade maior que V , sendo que as velocidades
podem variar entre 0 e esse valor maximo, V. a) Esboce o grafico da fungao de distribuigao,
ou seja dN, /dv em fungio de v. b) Calcule o valor da constante a em termos de N e V. ¢)
Calcule a velocidade média , a velocidade quadrética média e a velocidade mais provavel
em termos de V. d) Qual porcentagem das particulas tem velocidades entre a velocidade
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1 Teoria Cinética dos Gases

média e V7 E entre a velocidade quadratica média e V?

6.- Assuma que os atomos de hidrogénio na atmosfera do sol obedegam uma distribuigao
de velocidades Maxwelliana. a) Dado que a temperatura no sol é de 6000 K calcule a energia
cinética de um desses 4tomos se movendo com a velocidade mais provavel encontrada nessa
distribuicdo. b) Calcule a velocidade desse atomo.

7.- Ao nivel do mar, a composi¢ao volumétrica da atmosfera é 21% de oxigénio e 79% de
nitrogénio (desprezando-se cerca de 1% de outros gases, principalmente argonio). Suponha
(embora nao seja uma boa aproximagao) que a temperatura nao varie com a altura e que
seu valor seja 10C. Neste caso, qual seria a composicao volumétrica da atmosfera a 10 km
de altitude? (tome 1 unidade de massa atomica = 1,66 - 107%"kg).

8.- Para um gés ideal em equilibrio térmico, qual a fracao das moléculas cujas velocidades
diferem em menos de 1% da velocidade mais provavel v,,,? Note que podemos aproximar
Av = dv neste caso.

9.- Mostre que g(v) tem valor miximo para v = v,, = (2kT/m)'/2.

10.- a) Mostre que a fungao de distribui¢do de componentes de velocidades f(v,) pode
ser escrita como:

f(Ux) _ (2W>—1/zv—1€—v§/2vg

o

onde v, = Vppms = (kKT/m)Y/2. Considere 1 mol de um gas e aproxime dv,por Av, =
0.01v,. Encontre o nimero de moléculas em Awv, para: b) v, = 0. ¢) vz = v,. €) v, = 80,.

11.- Considere as seguintes forcas em uma gota de 6leo no experimento de Millikan:
gravitacional, elétrica, atrito e boiante. Desenhe um diagrama mostrando as forcas na
gota a) quando o campo elétrico é desligado e a carga cai livremente. b) quando o campo
elétrico aplicado faz com que a gota suba.

12.- Usando a distribui¢do de modulos velocidades de Maxwell a) Escreva a integral com
a expressao para o ntimero de moléculas num gas ideal com velocidade v>c a T=293 K.
b) Explique porque o resultado numérico da expressao encontrada em a) é despresivel.

13.- Encontre v,,,para o gas Ny do ar a) num dia frio com T = -10 C, b) num dia quente,
com T = 35 C.
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2 As Origens da Mecanica Quantica

2.1 A Radiacao do Corpo Negro

Solidos aquecidos emitem a chamada radiagao térmica. Isso pode ser facilmente observado
numa lampada incandescente de bulbo transparente, quando aumentamos lentamente a
tensdo aplicada no filamento. Inicialmente, para baixas tensoes (e temperaturas do fila-
mento), nao podemos ver nenhuma modificagdo aparente no aspecto do filamento, mas
colocando-se a mao préoximo ao bulbo, teremos uma sensacao térmica indicando a maior
temperatura do filamento. Depois, o filamento comeca ficar a ficar avermelhado e continu-
amente, & medida que aumentamos a tensao, vai ficando mais claro, até que atinja a tensao
nominal de operacao quando o filamento emite luz branca. Se dispersarmos essa radiacao
por um prisma ou outro tipo de espectrografo, veremos que o espectro de freqiiéncias da
radiacao emitida é continuo.

Ha varios outros tipos de radiacao emitidos pela matéria. Gases e vapores ionizados
podem emitir uma radiacao caracteristica de cada material, cujo espectro, no entanto, é
constituido de freqiiéncias discretas. Raios X sao emitidos por sélidos, quando bombardea-
dos por elétrons ou outras particulas carregadas em altas energias. Estes tém um espectro
discreto, mas sao sempre acompanhados por outros, de espectro continuo, emitidos na
desaceleracao rapida dos elétrons, dentro do s6lido onde incidem.

Certos solidos ou liquidos podem ainda emitir uma radiacao caracteristica, quando ilumi-
nados (excitados). Este fenomeno é chamado fluorescéncia, quando a emissao de radiagao
cessa imediatamente apos removida a fonte de luz excitadora e de fosforescéncia, se a
emissao de radiacao persiste apos retirada a fonte excitadora.

Os raios gamas, um outro tipo de radiacao eletromagnética, de freqiiéncia ainda maior
que os raios X, sao emitidos pelos niicleos atomicos em processos de desintegracao radioativa
(decaimento radioativo). Neste capitulo, entretanto, nos restringiremos a descrigao das
propriedades da radiacao térmica.

O espectro de freqiiéncias da radiagao térmica emitida por um corpo a temperatura T
é especificada pela radianca espectral Ry (v) definida de modo que Ry (v)dv corresponda
a energia, por unidade de area e por unidade de tempo, emitida pela radiacao térmica de
freqiiéncia entre v e v + dv por um corpo a temperatura T. Rp(v) é portanto proporcional
a fungao de distribuicao de energia em funcao das freqiiéncias, da radiacdo térmica. A
radianca, Ry corresponde a energia total, por unidade de tempo e de area do emissor ¢é
definida como:

RT = / RT(V)dI/
0
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Observa-se experimentalmente, que as caracteristicas de Rr(v) dependem muito pouco
da constituigao do corpo que emite a radiagao. Rp(v) é basicamente uma fungao da tem-
peratura do corpo. Na verdade, corpos muito reflexivos ou muito transparentes, se com-
portam quantitativamente muito diferentes dos corpos opacos e pouco reflexivos. Corpos
como esses podem ainda ser caracterizados pelo coeficiente de absor¢ao de energia térmica.
O coeficiente de absor¢ao a corresponde a fragdo de energia térmica incidente no corpo que
é absorvido, o restante sendo portanto refletido. Sendo r o coeficiente de reflexao, temos
portanto:

a+r=1

Nao consideramos aqui, os corpos translicidos, para os quais teriamos ainda uma parte
da radiacao térmica transmitida pelo corpo. Para os corpos opacos, o coeficiente de trans-
missao ¢ nulo. Um corpo, para o qual r=0 e portanto a=1, é chamado corpo negro, um
absorvedor perfeito de radiagao. Corpos de quaisquer materiais, cuja superficie é pintada
com uma tinta preta e fosca (como por exemplo fuligem) sdo boas aproximacoes de corpos
negros. Experimentalmente, a realizacao mais proxima de um corpo negro, é obtida com
um orificio pequeno, num corpo soélido qualquer, no qual had uma ampla cavidade interna,
que se comunica com o exterior somente pelo orificio. O orificio se comporta como um
absorvedor ideal de radiacao térmica. Como se vé na figura 2.1, a radiacao incidente nele
entra na cavidade e é em parte absorvida pelas paredes da cavidade e parte refletida para
outros pontos da cavidade e (especialmente se as paredes da cavidade tiverem um coe-
ficiente de absorcao grande) apenas uma fragdo muito pequena escapa pelo orificio. Se
compararmos a radianca Rp da radiacdo emitida pelo orificio de um corpo negro a uma
temperatura T, com a de qualquer outro corpo, na mesma temperatura, veremos que a
radianca do corpo negro é sempre maior. Podemos definir o coeficiente de emissao de ra-
diacao de um corpo, a temperatura T, pela razao da radianca desse corpo em relagao a de
um corpo negro, na mesma temperatura:

Ry
CN
RT
Para superficies em geral, em equilibrio térmico, a taxa de absorcao deve ser igual a de

emissao. Desse modo, temos a = e para qualquer corpo. Como por definicdo a = 1 para
um corpo negro, ele é também um emissor perfeito de radiacao térmica (e = 1).

e =

2.1.1 Lei de Stefan-Boltzmann e Deslocamento de Wien

Em 1879, Stefan, com base em dados experimentais, observou que a radianca de um corpo
negro a temperatura T é proporcional a T elevado a quarta poténcia:

R = oT*

Posteriormente Boltzmann demonstrou, aplicando as leis da termodinamica a radiacao
eletromagnética (como num ciclo de Carnot), a validade da expressdo acima, conhecida
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2.1 A Radiacao do Corpo Negro

Figura 2.1: Corpo Negro construido como orificio numa cavidade metalica.

como lei de Stefan-Boltzmann. A constante de Stefan-Boltzmann ¢ o = 5.67-10%W/m*K*.

Observando as curvas Rp(\) como as mostrada na figura 2.2, podemos verificar que o
comprimento de onda para o qual Ry (\) é méximo, diminui & medida em que a temperatura
em que a curva foi medida aumenta, obtendo-se a relacao:

AT = cte. = 2.90 - 10°mK

onde )\, corresponde ao comprimento de onda onde Rp(\) é méximo. Esta relagdo
¢ conhecida como a lei do deslocamento de Wien. Esta relagao mostra que as curvas
Rr()) tém a seguinte caracteristica: Se graficarmos varias curvas Rp(\) para temperatura
diferentes, ndo como fun¢ao de T, mas em fun¢do do produto AT, os valores de Rp(\)
maximos para todas as curvas, estarao alinhados na mesma posicao do eixo das abscissas,
AT, correspondendo ao valor A\, 7. Os valores dos méximos serao obviamente diferentes,
com valores maiores para temperaturas maiores. Entretanto, se graficarmos no eixo vertical
nao o valor de Rp(\), mas o da razdo RTTjg)‘), em funcao de AT, entdo todas as curvas se
superpoem perfeitamente, conforme visto na figura abaixo. Este resultado mostra que
a razao pr(ﬁ) ¢ uma fungao universal f(AT). O fato de termos sempre o produto AT’
na dependéncia de f, mostra que a curva R para qualquer temperatura, terd as mesmas
propriedades para mesmos valores de AT, ou seja, para A;7T5. Isso quer dizer por exemplo
que se \; for o comprimento de onda para qual Ry tem o valor igual a metade de R7*,
entao se elevarmos o corpo negro a temperatura 75, entao Rpo terd valor igual & metade

do novo valor maximo R, para o comprimento de onda A, dado por A\oT5 = A\ T7.

Rr(\) = CT°F(\T) = C()\ALjF()\T) = CAF(AT)
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2.1 A Radiacao do Corpo Negro

Onde f(A\T) = (AT)°F(\T). Esta relagao pode ser obtida a partir dos conceitos da
termodinamica e da mecanica estatistica e é o maximo que se pode obter na explicacao da
radiacao do corpo negro, com a fisica classica. Como veremos a seguir, a tentativa de se
obter f(AT) com base na fisica classica falha completamente.

2.1.2 Aplicacoes e Exemplos: O Efeito Estufa

Solar Radiation Spectrum

25 I |
UV | Visible , Infrared —»
1 |
| |
24 ! I, Sunlight at Top of the Atmosphere
|
|
[
1.54 5250°C Blackbody Spectrum

Radiation at Sea Level

Absorption Bands

Spectral Irradiance (W/m2/nm)

O-
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500
Wavelength (nm)

Figura 2.4: Espectro da radiagao solar que atinge a Terra

MASANPAC

Figura 2.5: Radiagao infravermelho emitida pelo corpo humano (direita). Na figura da
esquerda a mesma cena registrada com luz visivel.
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Uma aplicacdo bastante atual dos conceitos de corpo negro, corresponde ao calculo (que
faremos em primeira aproximacdo), da temperatura média na superficie da Terra e do
efeito estufa causado pela atmosfera terrestre. Constituida majoritariamente de nitrogénio
(N2) e oxigénio (O2), ha também na atmosfera outros componentes em quantidades bem
menores, como H2, O3 (ozonio), vapor d’agua, CO2, NH4, etc. Sdo essas moléculas tri-
atomicas as principais responsaveis pelo efeito estufa. A terra recebe energia solar na regiao
do visivel é aquecida e reemite essa radiacao na faixa do infra-vermelho. Como a atmosfera
é relativamente transparente para a radiacao incidente, mas bastante opaca para a radiacao
infra-vermelha emitida da Terra, temos entao o que é chamado Efeito Fstufa. Os espectros
da radiagao solar incidente, da radiacao emitida pela Terra e de absorcao pela atmosfera
terrestre sao vistos na figura 2.6.
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Figura 2.6: (a) Espectro de emissdo de corpo negro para o Sol (6000 K) e para a Terra
(255 K), (b) absor¢ao da superficie até o topo, e (¢) a radiagdo absorvida da
tropopausa até o topo (Goody e Yung, “Atmospheric Radiation”, Oxford Univ.
Press, 1989).

Vamos considerar a situagao mais simples, com a atmosfera totalmente transparente, de
modo que ndo ha nenhum efeito estufa. Chamando de S a constante solar (radiagdo média
que atinge o topo da atmosfera da Terra, por metro quadrado) e Te a temperatura média
da Terra nessas condigoes, e considerando a Terra como um corpo negro, temos:

Sl—a)=0Tt=T,=+/S(1—a)/o

Onde a é o albedo terrestre, ou seja a fracao da energia incidente que é refletida de
volta para o espago. Tomando S = 340W/m?, e a = 0,3, obtem-se T, = 255K, ou seja
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2.1 A Radiacao do Corpo Negro

-18C. Portanto, o efeito estufa causado pela atmosfera é fundamental para a vida no Pla-
neta, elevando esta temperatura para cerca de +15C. Vamos agora considerar um modelo
simples para a atmosfera, como sendo uma camada que é totalmente transparente para
a radiagao solar incidente (faixa do visivel, também chamada de ondas curtas), mas que
seja relativamente opaca para a radiagao infravermelha. A radiacao solar que atinge a
superficie da Terra (S(1 — «) é absorvida pelo solo e reemitida, na forma de radiacao de
corpo negro a temperatura Ts (temperatura da superficie da Terra). Parte dessa energia
¢ entao absorvida pela atmosfera, que entao terd uma temperatura de equilibrio Ta. Con-
siderando também a atmosfera como um corpo negro, ela irradiara ¢7?) tanto em dire¢ao
a0 solo quanto para o espaco. Chamando € o coeficiente de absorcao da atmosfera, temos
as seguintes equagoes de balanco radiativo (ver figura 2.7):

{ S(1—a)=R(1—¢)+ A (topo)
S(1 —a) + A= R (superficie)

Onde R = oT?. Somando-se as duas equagoes, obtem-se:
25(1—a)=R(2—¢)

Tomando S(1 — ) = ¢T?, temos entao:

9 1/4
20T =o0TH2 —€) = T, = (2 ) T.
— €

para € = 0 temos a situacao de atmosfera transparente e portanto Ty, = T.. Se ima-
ginarmos a atmosfera totalmente opaca para o infravermelho (baixas frequéncias), entao
teremos o efeito estufa maximo. Neste caso, a temperatura média da superficie da Terra
sera:

T, = 2Y4T, = 1,197, = 303K

Isso corresponde a 30C de temperatura média, o dobro dos 15C atuais. Para obtermos a
temperatura média atual, devemos considerar um fator de absor¢ao da atmosfera e ~ 0,75).
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. H S.a R(1-e) | A

S(1-01) R

Figura 2.7: Balanco energético Terra-Atmosfera

Para uma estimativa mais realista da temperatura média da superficie (e parte inferior
da atmosfera), deve-se considerar um grande nimero de camadas na atmosfera, fazendo-se
o balanco energético em cada uma, bem com ter em conta outras formas de transferéncia
de energia, como correntes na atmosfera, efeito de chuvas, etc.

2.1.3 A Lei de Rayleigh-Jeans

No interior da cavidade de um corpo negro, temos uma certa distribuigao espectral de
radiacao eletromagnética em equilibrio termodinamico com as paredes da cavidade. Essas
ondas sao produzidas por osciladores (p. ex. elétrons em agitacdo térmica) nas paredes
da cavidade. Nas paredes de uma cavidade metélica ha sempre elétrons e outras cargas
elétricas em constante vibracao devido a energia térmica, e portanto gerando essas ondas.
Nao precisamos saber como essas ondas sao geradas, mas sabemos que devem ser geradas
de alguma forma. Isso ¢ o que também sabiam os fisicos do século XIX, quando estudavam
esse problema. As ondas na cavidade, para se manterem em equilibrio, devem corresponder
a ondas estacionarias. Como as ondas eletromagnéticas correspondem a campos elétricos
oscilantes na diregdo perpendicular a dire¢do de propagacao, nas posi¢oes extremas (isto é
nas paredes), essas ondas devem ter amplitude sempre nula, pois o campo elétrico paralelo
a superficie de um metal nao pode ser diferente, sendo sempre cancelado pela mobilidade
das cargas elétricas nos metais. Vamos a seguir obter a funcao que descreve a densidade de
energia eletromagnética no interior de uma cavidade, pr(\) = d*U/dVd\. A Quantidade
R(\) corresponde a poténcia irradiada pela cavidade, por unidade de area e de comprimento
de onda: Rp(\) = d*U"" /dAdAdt. Pode-se mostrar que R(X) = $pr(X) .

Usando a teoria cinética classica, podemos calcular a funcao de distribuicao de energia
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das ondas na cavidade. Para isso, devemos conhecer o ntimero total de graus de liberdade
das ondas na cavidade, ou seja o nimero de ondas por intervalo de freqiiéncias entre
vev + dv ou comprimentos de onda entre Ae A + d\. Para obter esta funcao, vejamos
antes um caso mais simples, unidimensional, como o da corda de um violao. A condicao de
ondas estacionarias numa corda de violao de comprimento L implica na amplitude nula das
ondas nas extremidades de fixacao da corda. Portanto as ondas estacionarias poderao ter
comprimentos de onda Ay = 2L, \y = L, \3 = %,..., ou de um modo geral: \, = % Como

v = ¢/, as freqiiéncias possiveis correspondentes sdo dadas por v = %n ou n = 2Ly,
) 2L c
) W K -
h=1]

Figura 2.8: Modos de vibracao de uma corda de violao

No caso da radiagao do corpo negro, estamos interessados principalmente na faixa de
freqiiéncias acima do infravermelho. Como os comprimentos de onda da radiagao eletro-
magnética nessa regiao sao menores que 107%m, com cavidades de dimensdes da ordem
de alguns cm, os n correspondentes sao 10* ou maiores. Portanto, faz sentido, para esses
valores, aproximar n por uma varidvel continua e perguntarmos pelo nimero de ondas es-
tacionérias dn = N (v)dv com freqiiéncias entre v e v + dv. Da expressao acima para n em
funcdo de v, temos: N(v)dv = 2:dv. Ou seja, temos uma densidade uniforme de ondas
por unidade de freqiiéncia. No caso tridimensional da cavidade, devemos considerar uma
onda propagando-se numa direcao arbitraria, fazendo um angulo a com a dire¢ao do eixo
X, 8 com a do eixo y e v com a do eixo z. Uma onda eletromagnética tri-dimensional como
essa, tem seu campo elétrico dado pela relagao:

%
E(PH)=E1 +B7 +EF

onde
E, = E,.sin(2nx/\;) sin(27vt)

e expressoes semelhantes para F, e [J,. Para uma cavidade ctbica de lado L, a condigao
para ondas estacionarias (componente de E paralelo & parede deve ser sempre nulo) é
dada por: 2L/\, = n,, 2L/\, = n, e 2L/\, = n,, com n,,n,,n, nimeros inteiros.
Conforme visto na figura bidimensional abaixo, as relagoes entre A e A\, A\, en, sao dadas
por: A = A,cosa = Aycosf3 = A;cosvy, onde v é o angulo formado com a direcao de
propagacao da onda, com o eixo z, nao mostrado na figura. Portanto temos as equacoes:
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2L 2
—— COS QL = Ny} —— COS 3 =Ny, —— COSY =N,

16 T T

Figura 2.9: Representacao bi-dimensional de uma onda estacionaria numa cavidade.

elevando ao quadrado essas equacgoes e somando, notando-se ainda que os angulos acima
obedecem a relagao cos? a+cos? S+ cos? v = 1 (para o caso bi-dimensional vé-se facilmente
pois cos? 8 = cos?(7/2 — ) = sin® a) temos entdo:

2L
ng +ny 40k = ()

A

Tomando agora v = ¢/ e substituindo na relacao acima, temos:

eV T T
Portanto, o nimero de ondas de freqiiéncia menores ou iguais a v corresponde a todas
as combinacoes de ng,n,,n. tais que o valor do membro direito da equacao acima seja
menor ou igual a v. Para encontrar esse niimero, vamos colocar num gréafico 3D, com eixos
r="E Yy = %‘ e z = = pontos correspondentes a cada valor de n,,n,,n. (ver figura 2.11),
lembrando que somente faz sentido valores positivos de n,,n,,n, (ou seja, um octante).
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(3,13-01,2)

(3,101, 3}

]

2 “‘.‘\‘:{.\;II' Sy
A
%:ff‘l‘\"‘u

Figura 2.10: Ondas estacionarias em uma membrana. a) nx=3, ny=1; b) nx=1, ny=3;
¢)nx=3, ny=3; d) nx=3, ny=3, fase oposta.

Figura 2.11: Representacao dos diferentes modos de ondas estacionarias na cavidade, com

2 2 2
valor de v < §4/ 75 + % + 72 No presente caso, [} =l = I3 = L
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O volume ocupado por cada ponto & igual a 1/L3. Portanto a densidade de pontos (nt-
mero de pontos por unidade de volume é p = L?. O volume correspondente aos valores de

ven . , 2 n2 2
ng,ny,n. que fornecem freqiiéncias menores que v ¢ V = g3mrd com r = \/ % + 75 + 15 =
27”. Portanto o nimero total n é dado por:

4 3
n:pXVZ—WL?’(K)
3 c

A fragao (dn) de ondas com freqiiéncia entre v e v+dv pode entdo ser obtida derivando-se
a expressao acima:

A3
T v2dv

dn = N(v)dv =

3

Para cada uma dessas freqiiéncia, temos na verdade duas ondas independentes, com a
direcao do campo elétrico em duas direcoes perpendiculares. Portanto o niimero total de
ondas estacionérias na cavidade é o dobro da quantidade obtida acima:

8rL3
N(v)dv = = vidv

O teorema de eqiiiparticao de energia diz que cada grau de liberdade na expressao para
a energia de um sistema, corresponde a uma energia média %kT. No caso de osciladores
e de ondas, a cada oscilador ou onda temos dois graus de liberdade (energias cinéticas
e potencial eldstica, ou energia no campo elétrico e no magnético no caso das ondas).
Portanto a energia média por onda estacionéria serd k7. Obtemos entao o espectro de
densidade de energia por unidade de volume (= L?) e por unidade de freqiiéncia das ondas
na cavidade:

1 kT
pr(v)dv = VkTN(V)dV = 87;3 vidv

Para obtermos a expressao em termos do comprimento de onda, (p(A)d\) devemos lem-
brar que o nimero de ondas com freqiiéncia entre vie vy = v1+dv é o mesmo que o de ondas
com comprimento de onda entre \; = ¢/vy e Ay = A\; +dA. Como, se para um dado dv po-
sitivo, o correspondente d\ serd negativo, temos entdo a relagdo dn = p(A)d\ = —p(v)dv.
Ainda, como dv = —(c/A\?)d), temos finalmente:

8TkT 8TkT 8k
pr(A)dA = — 5V dv = i d\ = E AT'dA\

que é a lei de Rayleigh-Jeans para a radiacao do corpo negro. Note que a medida

que vamos para freqiiéncias maiores do espectro (ultravioleta) p(v) cresce continuamente,

enquanto que a curva experimental tende a zero. FEsta falha na previsao classica ficou

conhecida como a catastrofe do ultravioleta.
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2.1 A Radiacao do Corpo Negro

2.1.4 A Teoria de Planck Para a Radiacdo do Corpo Negro

No final do século XIX, Max Planck procurava uma solucao para o problema da radiacao
do corpo negro. Sabendo que o entendimento desse fenomeno era fundamental, concluiu
que deveria haver alguma falha nas teorias, mas cujas origens nao eram até entao conheci-
das. Por isso tentou, exaustivamente, qualquer solu¢ao para o problema, mesmo que para
tal, tivesse que fazer hipdteses nao muito justificaveis. Vamos tentar seguir um possivel
caminho desenvolvido por Planck, com base em nossas deducoes anteriores para o caso
das moléculas de gas. Na obtencao da energia média das particulas do gas, utilizamos
inicialmente uma distribuicao discreta de valores de velocidade (ou de energia) para as
moléculas do gas e depois substituimos essa distribuigao por outra continua. Vamos vol-
tar e reconsiderar esta hipotese, para o caso os osciladores harmoénicos correspondentes a
radiacao em equilibrio na cavidade do corpo negro. A distribuicao de energias de Maxwell-
Boltzmann para osciladores harmonicos unidimensionais (E = %mv2 + %lmz) ¢ dada por:
F(E) = Ae E/FT_ Considerando entdo que temos n; osciladores com energia FE; e tomando
as energias discretas F; em intervalos regulares, £y = 0; F; = AFE; Fy = 2AFE e assim por
diante e supondo ainda que a distribuicao de Maxwell-Boltzmann seja valida, os n; seriam

dados por:

~Ei/kT _ , ,—iAE/KT

Nn; = Nye Mo

Com base nessa hipotese, vamos calcular a energia média dos osciladores:

= Z = —(noEo+n1E1+n2E2+...) =

1
(E) = N(O + AEnye AT L 9AEn e 2AB/KT )

(E)

noAEe—AE/kT
N N

observando que o termo entre parénteses na expressao acima pode ser escrito como (1 +

1

2z + 3x% + ...) e que esta soma ¢ igual a (e temos:

<E> (1 +2€—AE/I§T+3€—2AE/I<;T+ )

_ n,ABe AF/AT 1

(E) N (1 — e~ AB/KT)?

A soma N = ) n; pode ser também desenvolvida:

N =3 0 = (o + moe ST 4 o 8EAT 4y (1 g a? 4 ) = =
—x

No

e portanto N = ——Xg77. Substituindo este valor na expressdao para , temos:

AEefAE/kT(l _ efAE/kT) AEe—AE/KT AE

<E> - (1 . G_AE/kT)Q - 1 — e~ AE/KT - eAE/KT _ 1
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Veja que se tomarmos o limite para AE — 0 obtemos o resultado classico, (E) = kT"

) AE AE
lim

AE—0 AE/RT 1~ AEJKT KT

Aplicando agora o valor obtido para (F) na expressao de Rayleigh-Jeans para a distribuicao
de energias da radiacao do corpo negro, obtemos:

81 Y AE 8m  ANAE

B R O

Com base no resultado obtido utilizando o deslocamento de Wien generalizado, a ex-
pressao eA,’;/A—k]?_ldeve ser portanto uma funcao f(AT'). Para que isso ocorra, temos duas
possibilidades na escolha de AE. Por exemplo, AE = oT ou AE = [$/A. Com a primeira
possibilidade, a distribuicao para a radiacao do corpo negro fica:

8t aAT
e com a segunda possibilidade:
8T 15}

Notemos que com a escolha da primeira possibilidade para AFE, continuamos a ter a
“catastrofe do ultra-violeta”, mas escolhendo-se a segunda possibilidade, essa divergéncia
para A — 0 nao ocorre, pois:

PO S
,\I—%Few)‘ 1 o0 A5

Planck verificou ainda que a expressao obtida para p(\) descrevia perfeitamente os dados
experimentais, escolhendo-se o valor da constante (§ tal que 8 = hc onde ¢ é a velocidade
da luz e h = 6.23 - 10734 Js = 4.14 - 107 %eVs ¢ hoje conhecida como a constante de
Planck, considera como uma constante universal da natureza. Usando a relacao mostrada

anteriormente, Ryp(A) = {pr()), temos finalmente a expressao:

2m hc?
Ry(A) = b ehe/MT _ |
ou, em termos de freqiiéncias:
2T h
Rr(v) = 2V e —q

Max Planck apresentou estes resultados numa reunido da Sociedade Alema de Fisica
em 14 de dezembro de 1900. Esta data é considerada como a do nascimento da Mecénica
Quantica.
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Devemos mencionar ainda um importante detalhe da teoria de Planck. De acordo com
sua hipotese, um oscilador harmonico pode ter energias que sao miltiplas de uma quan-
tidade fixa, hv: E = 0,hv,2hv,...,nhv,.... A emissao (e a absor¢ao) de radiagao pelo
oscilador ocorre somente quando ele “pula” de um estado de energia para um outro vi-
zinho. Passando do estado de energia nhv para o imediatamente abaixo, (n — 1)hv, o
oscilador perde uma quantidade de energia hv que é emitida na forma de um “pulso” de
radiacao. Uma quantidade hv de energia pode também ser absorvida pelo oscilador, pas-
sando de um estado nhv para o de energia (n + 1)hv. Essas idéias (principalmente a de
absor¢ao) nao eram ainda muito claras quando Planck postulou sua teoria, uma véz que
ele ndo havia incluido a quantizagdo da energia radiante (o f6ton), que seria introduzida
mais tarde, como veremos, por Albert Einstein.

2.1.5 O Calor Especifico dos Sélidos

Um outro sistema em que a hipotese de Planck foi inicialmente aplicada, ¢ o caso do calor
especifico de solidos. Como vimos, classicamente, considerando os dtomos de um mol de
um solido como um conjunto de 3N, osciladores harmonicos, a capacidade calorifica a
volume constante serd C, = %)y = 3R. Experimentalmente este é o valor obtido para
altos valores de T, mas (), tende a zero, quando a temperatura absoluta tende a zero.
Einstein, em 1908, usou o resultado de Planck para a energia média de um conjunto de
osciladores, considerando os atomos do sélido como um conjunto de 3N, osciladores de

freqiiéncia v, sendo portanto a energia média por mol dada por:

3NAhl/

U =3Na(E) = g

de onde se obtém:

Cy

AU\ 3Nahw (%) T 3Nk (Br)® ehv/kT
dT ; o (ehv/kT — 1)2 o (ehv/kT — 1)2
ou, substituindo N k = R,

B 3R (%)2 /KT

(ehv/KT — 1)2

v

No limite para altas temperaturas, e"/*7 — 1 e

2 2 2
mopr _qy? (g e L ) = (M Lhv
(e 1) <1+kT+2 )t ) \L gt

e portanto, C, = 3R, conforme previsto. Analogamente ¢é facil verificar que o resultado
tende a zero para T tendendo para zero. Para cada so6lido, deve ser encontrado o valor da
freqiiéncia v dos osciladores (que dependem da “for¢a de mola” da ligagao entre os dtomos
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em cada caso. Este valor pode ser definido em termos da chamada temperatura de Einstein
Tr = hv/k. Na figura 2.6, vemos o resultado previsto pela equagao acima, comparado com
dados experimentais. Embora qualitativamente correto, ha ainda pequenas discrepancias
com relacao aos resultados experimentais. Somente em 1912, P. Debye, considerando as
moléculas vibrando nao todas numa mesma freqiiéncia, mas como um sistema de osciladores
acoplados de diferentes freqiiéncias, conseguiu obter o resultado correto para este problema.

6

61 02 03 04 & 6 07 08 09 0

Figura 2.12: Teoria de Einstein para o calor especifico de solidos

2.2 O Efeito Fotoelétrico

Por volta de 1887, H. Hertz realizava a série de experimentos com os quais demonstrou
a existéncia das ondas eletromagnéticas. Para isso utilizou um circuito ressonante tipo
bobina-capacitor, convenientemente acoplado a um par de pontas metalicas colocadas a
uma pequena distancia uma da outra. Induzindo um pulso de tensao no sistema, ondas
eletromagnéticas eram emitidas pelo sistema e uma faisca entre as pontas era produzida.
A uma certa distancia desse sistema, um outro sistema analogo, funcionava como receptor
das ondas hertzianas. No receptor, a energia eletromagnética capturada pelo sistema era
utilizada para produzir a faisca nas correspondentes pontas. Hertz media a intensidade
do sinal recebido afastando controladamente as pontas do receptor, até que estas nao
produzissem mais faiscas, para uma dada condicao do gerador. Analisando cuidadosamente
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o problema, verificou que podia obter faiscas com distancias maiores entre as pontas, se
deixasse a luz produzida pelas pontas do gerador atingir as do receptor. Utilizando varios
obstaculos colocados entre as pontas dos dois aparelhos, como papelao, vidro e quartzo,
observou que o vidro, diferentemente do quartzo, afetava a distancia méaxima e concluiu,
corretamente, que o efeito era causado pela incidéncia, nas pontas do receptor, de luz
ultravioleta produzida na descarga do transmissor. Este fenomeno é conhecido como efeito
fotoelétrico: a luz ultravioleta (ou radia¢oes mais energéticas como raios X e raios gama)
incidindo num metal faz com que elétrons sejam ejetados da superficie metalica.

E interessante notar a ironia desta descoberta, pois ao mesmo tempo que demonstrava
a existéncia das ondas eletromagnéticas, a observacao deste fenomeno secundario levaria,
muitos anos depois, ao desenvolvimento da teoria corpuscular da luz, desenvolvida por
Einstein em 1905 exatamente para explicar este fendémeno.

T{CL”
5

3
1 Fa Elecfra.
I m tratar F

)

e

Figura 2.13: Fotocélula como a usada por Lenard para o estudo do efeito fotoelétrico.

Mais tarde, por volta de 1900, numa série de experimentos realizados independentemente
por Lenard e por Merrit e Stewart, as propriedades gerais deste fenomeno foram estabe-
lecidas. Utilizando um instrumento semelhante ao visto na figura 2.7, foi demonstrado
serem emitidas particulas do catodo, com mesma razao e/m dos raios catodicos. Todos os
eletrodos sao mantidos em véicuo e cuidados especiais devem ser tomados com a qualidade
da superficie do catodo (chamado de fotocatodo), pois em geral, a oxidagdo ou contami-
nagao da superficie deste reduz consideravelmente o efeito. lluminando-se o catodo C com
luz introduzida pela janela de quartzo (Q pode-se entao coletar os elétrons emitidos pelo
catodo, no anodo A. Mantendo-se uma diferenca de potencial suficientemente grande entre
o anodo (+) e o catodo (-), observa-se que a chamada corrente fotoelétrica ¢ proporcional
a intensidade de luz incidente no catodo. Diminuindo-se a tensao, a partir de um certo
valor, a corrente comeca a diminuir. Para polarizacdo reversa (catodo + e anodo -), a
corrente continua a diminuir com o aumento da tensao, permanecendo nula para valores
de tensao reversa maiores que um dado valor V,, como visto na figura abaixo. Observa-se
também que o valor de V, é proporcional a freqiiéncia da luz incidente. Outra observa-
cao corresponde a da existéncia de um limiar de freqiiéncias para a ocorréncia do efeito.
Mesmo com polarizacao direta dos eletrodos, a corrente fotoelétrica permanece nula para
luz incidente de freqiiéncia abaixo de um certo valor v,, independente da intensidade da
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luz incidente. Outra caracteristica do fenémeno é que nao ha nenhum intervalo de tempo
entre a incidéncia da luz e o aparecimento da corrente fotoelétrica.

b4
’ 4 SRV
A 7iy=1
fe £yed
&3 _F -
+ |4 Petertiol W on Emithieg Electrade

Figura 2.14: Curvas caracteristicas de IxV, para diferentes intensidades de luz, de mesmo
comprimento de onda.

Sabendo-se que sao emitidos elétrons da superficie metélica, pode-se entao associar o
potencial reverso V, para o qual cessa a corrente com a energia maxima dos elétrons
emitidos. V, é chamado potencial de freamento e a energia méxima dos elétrons emitidos
¢ dada por:

ET =€V,
Classicamente, podemos considerar o elétron atdémico recebendo energia através do campo
elétrico oscilante da onda eletromagnética, como num oscilador harmonico forcado. A lu-
minosidade da onda estando uniformemente distribuida e sendo igual a I (W/m?) e cada
elétron recebe uma energia Ira? por segundo, onde a é a dimensao do sistema, oscilante, tipi-
camente o raio atdmico. Portanto qualquer que seja a freqiiéncia da onda eletromagnética,
o elétron deveria receber a mesma energia, desde que elas tivessem a mesma intensidade.
Por outro lado, mesmo para luz de baixa intensidade, a energia cedida pela onda poderia
ser armazenada pelo elétron oscilante durante um intervalo de tempo At, até que esta fosse
maior que a energia de ligacao do elétron ao metal, e entao este seria ejetado. Por exemplo,
sabendo-se que para o potassio (K), a energia de ligacdo do elétron ao metal é de cerca de
2.1eV = 3.4-10719J. Fazendo-se incidir numa placa de K luz de intensidade de 1 W/m?, e
considerando o raio atémico a ~ 1071%n o elétron recebera energia a uma taxa dada por:

R=ma*-1=314-10"%J/s

portanto, para arrancar o elétron, seria necessario esperar um intervalo de tempo

3.4-1071

At =22
P=31a 10

= 10s
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Em 1905, Albert Einstein, utilizando, de uma forma mais geral, as idéias de Planck para
a energia dos osciladores na cavidade do corpo negro, conseguiu explicar as propriedades
observadas no efeito fotoelétrico. Planck, em sua demonstracao, se restringiu a quantizacao
da energia para o caso dos osciladores (elétrons) nas paredes da cavidade. As ondas no
interior da cavidade (produzida pelos elétrons oscilando) eram quantizadas em decorréncia
disso. Finstein, ao invés disso, considerou que a propria energia radiante era quantizada,
sendo portanto constituida de corpusculos cada um portanto uma quantidade fixa de ener-
gia. Os fendmenos usuais nao permitiriam observar essa caracteristica devido ao enorme
nimero de fotons normalmente associado a energia radiante (assim como um liquido apa-
renta ser um fluido continuo e nio formado por elementos discretos). E interessante notar,
que antes da descoberta da difracao da luz, Newton desenvolveu um modelo corpuscular
para a luz, que no entanto nao corresponde as idéias de Einstein, principalmente porque
seu modelo nao previa a difragao da luz, fenémeno tipicamente ondulatério). Para expli-
car a difracdo e a interferéncia, Einstein supos que as particulas de luz (fétons) nao se
movem como particulas usuais, mas que se propagam com intensidades médias dada pela
amplitude da onda eletromagnética associada, dada pelo modelo ondulatério. O carater
corpuscular seria manifestado apenas no processo de interacao da radiacao eletromagnética
com a matéria (na emissao e absor¢ao). Seguindo as idéias de Planck, associou a radiagao
de freqiiéncia v, fotons de energia ¥ = hv. A intensidade de luz é agora dada pelo nimero
de fotons emitidos por unidade de tempo. Supds também, que no efeito fotoelétrico, um
tnico foéton interage com um elétron, sendo completamente absorvido por este, que apos a
interagao terd uma energia cinética:

E? = hv

Apos receber esta energia pela interacao com o foton, o elétron deve ainda perder alguma
energia até escapar da superficie do metal. A energia cinética do elétron ejetado do metal
serd portanto:

E.=FE—w=hv—w

onde w é o trabalho realizado para arrancar o elétron do metal. Esta energia depende
das condicOes em que a interacao se deu. Aqueles que, apds a interacao nao perdem ne-
nhuma energia extra, mas somente a energia necessaria para vencer a barreira de potencial
existente na superficie dos metais, conhecida como funcao de trabalho, w,, terao energia
cinética maxima. Portanto a energia cinética maxima dos elétron emitidos serd dada por:

E" = hv —w,

Isso explica perfeitamente a existéncia de um limiar de freqiiéncias (hv > w,) para a
emissao dos fotoelétrons e também que a energia dos elétrons emitidos nao esteja relacio-
nada & intensidade da luz incidente, mas sim que a corrente elétrica (nimero de elétrons
emitidos) seja proporcional a intensidade de luz (ntimero de fotons absorvidos).

Em 1914, R. Millikan realizou uma série de medidas com grande precisao, do potencial
de freamento V, em funcao da freqiiéncia da luz incidente e obteve a confirmagao da teoria
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de Einstein, determinando a constante de Planck. Em 1921 Einstein recebeu o prémio
Nobel pelo desenvolvimento da teoria para o efeito fotoelétrico. As idéias originais de
Planck se mostravam ser de aplicacao mais geral e a Mecanica Quantica comecava seu
desenvolvimento.

A questao a respeito do tipo de elétron que interage com o foton é outra questao que nao
tem explicacao classica. Sabe-se que os condutores sao muito mais eficientes na producgao
de fotoelétrons que os materiais isolantes, que praticamente nao tém elétrons ejetados,
a nao ser com a irradiacao por foétons de maiores energias, como os raios-X. Como num
condutor tem-se os elétrons ligados aos atomos e os chamados elétrons de conducao, que
sao livres dentro do metal, espera-se que sejam esses os envolvidos no efeito fotoelétrico (a
teoria classica da condugao elétrica em metais foi desenvolvida por Lorentz e outros, logo
apos a descoberta dos elétrons). Entretanto, pode-se verificar facilmente que na colisdo
de um elétron livre com um foton, nao pode haver simultaneamente a conservacao de
energia e momento. O momento linear de um féton pode ser obtido com base na equagao
relativistica que relaciona energia e momento E? = p*c® + m2c?, que para particulas sem
massa de repouso, como o féton, se reduz a £ = pc. Supondo por exemplo que a energia se
conserva, £ = hv = p?/2m.. Mas p; = E/c = hv/c # p. = v/2m.hv. Para que a interagao
entre o féton e um elétron possa ocorrer, este ultimo deve estar ligado a um terceiro
corpo, de massa muito maior (como por exemplo um atomo), de modo que possa receber
a quantidade de movimento necessaria para haver a conservacao, sem no entanto carregar
muita energia, de modo que com boa aproximacao tem-se ainda E, = hv. Outro ponto
que dificulta a interpretacdo de que sdo os elétrons livres (ou metalicos) os responsaveis
pela interagao, é que esses elétrons, formando uma espécie de gés no interior do metal (gés
de elétrons livres) deveriam ter energia cinética distribuida de acordo com a distribuigao
de Maxwell. Portanto apds a colisao, e energia total do elétron seria em média hv + %k‘T,
de modo que a energia média dos elétrons emitidos deveria depender da temperatura.
Efeitos da temperatura na energia cinética desses elétrons pode ser observados no caso da
chamada emissao termoelétrica, bastante estudado na época. O efeito pode ser entendido
qualitativamente como uma “evaporacao”’ dos elétrons mais energéticos, que tém de vencer
a barreira de potencial da superficie metalica (fungao de trabalho) para serem emitidos. A
corrente termoelétrica como funcao da temperatura é dada pela equagao de Richardson:

I = AT?e /KT

onde w; é o trabalho realizado pelo elétron para sair do metal. Evidéncias de que os
fotoelétrons sao de mesma origem sao obtidas da constatagao que os valores medidos para
a funcao de trabalho de metais pelo efeito termoelétrico e pelo fotoelétrico sao iguais (w; =
w,). Embora para temperaturas proximas a ambiente ou menores, a energia térmica média
é pequena (~ 0.04 eV) e portanto seu efeito na energia dos elétrons ejetados dificilmente
seria notado. Millikan e Winchester estudaram cuidadosamente a dependéncia do potencial
de freamento com a temperatura, nao observando nenhum efeito, mesmo a temperaturas
bem mais altas, quando a energia térmica chega a cerca de 0.2 eV. A atribuicao dos elétrons
atomicos como sendo os responsaveis pelos fotoelétrons emitidos traz outras dificuldades
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ainda maiores na interpretacao do efeito.
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Figura 2.15: Comparacao entre as distribuicoes de Maxwell-Boltzmann e a de Fermi-Dirac
para elétrons de conducao em metais.

A solucao para o problema s6 pode ser obtida mais tarde, quando por volta de 1928
Sommerfeld introduziu uma nova teoria para a conducao elétrica em metais, baseada na
distribuicao quantica de energia dos elétrons de conducao (distribuigao de Fermi-Dirac),
ao invés da distribuicao maxwelliana. De acordo com a mecéanica quantica, particulas
como o elétron, proton, etc., chamadas férmions, nao podem compartilhar um mesmo
estado de energia. A figura 2.9 mostra a diferenca entre as distribuicoes classicas e as
correspondentes quanticas, para varias temperaturas diferentes. Contrario a distribuicao
classica, na quantica ha apenas uma pequena alteracao na distribuicao dos elétrons com
energia proximas a energia maxima, chamada energia de Fermi. Neste caso, a barreira de
potencial na superficie do metal tem energia E, = Er + w onde w ¢é a fungao de trabalho
definida anteriormente. Portanto se um féton interage com um elétron com energia proxima
e Er ele escapa com energia maxima. Se um elétron mais interno é o que recebeu a
interacao, a energia de escape serd menor. Os efeitos da temperatura, conforme visto
na figura, sao muito pequenos para serem medidos com a técnica utilizada por Millikan.
Entretanto, eles fazem com que a corrente de fotoelétrons, medida como funcao da tensao
de freamento caia assintoticamente a zero, tornando mais dificil a determinacao de V,. Na
teoria quantica da conducao, esses elétrons nao sao considerados livres, mas ligados ao

51



2 As Origens da Mecanica Quantica

metal como um todo. Portanto é a massa metéalica total que recebe a quantidade faltante
de momento, necessaria para sua conservacao.

2.3 Exercicios

1.

52

Mostre que a lei de radiacao de Planck se reduz a lei de Wien para pequenos com-
primentos de onda e a lei de Rayleigh-Jeans para os grandes. (Sugestao: Expanda
o termo exponencial em série de poténcias para obter a segunda destas leis.) Dado

que:
B the 1

Mostre que a densidade de energia total na radiacao de corpo negro sobre toda a faixa
de freqiiéncias de 0 a oo ¢ idéntica na forma a lei de Stefan-Boltzmann para radiagao
total. Sabendo que a constante de Stefan-Boltzmann ¢ o = 5,67 - 1078W/m?K*,
obtenha a constante de Planck. Dado que : Ry = oT* lei de Stefan-Boltzmann

(sugestao: [ ods ;r—;)

Uma massa de 10g estd pendurada em um eldstico com uma constante elastica de
25 N/m. Assuma que este oscilador é quantizado justamente como os osciladores de
radiagdo. a) Qual a energia minima que pode ser fornecida a esta massa? b) Se a
massa em repouso absorve a energia da parte a), qual a amplitude resultante? c)
Quantos quanta de energia precisam ser absorvidos para se obter uma amplitude de
10 cm? Resp.: a) E = 5,3-107%J; b) A= 2-10""m; ¢) ~ 2,5 10*" quanta.

Quando uma certa superficie fotoelétrica é iluminada com luz de diferentes compri-
mentos de onda, os seguintes potenciais de corte sao observados:

A(A) | 3660 | 4050 | 4360 | 4920 | 5460 | 5790
Ve(V) | 1,48 | 1,15 1 0,93 | 0,62 | 0,36 | 0,24

Faca um grafico de freqiiéncia por potencial de corte (vxV,). Determine a) a freqiién-
cia de corte, b) o comprimento de onda de corte, ¢) a fun¢ao trabalho do material,
e d) determinar o valor da constante de Planck h ( o valor de e sendo conhecido).
Resp.: a) Hz; b) =6450 A; ¢) 1,92 éV; d) .

O que vai mudar no potencial de freamento de emissao de fotoelétrons em uma
superficie se o comprimento de onda da luz incidente é reduzido de 4000A para
398047 (Assuma que o decréscimo no comprimento de onda pode ser considerado
um diferencial).

. Radiacao de comprimento de onda 2000 A incide sobre uma superficie de aluminio,

cuja fungao de trabalho é 4.2 V. a) Qual a energia cinética maxima do fotoelétron
emitido? b) Qual o potencial de freamento? c¢) Qual o comprimento de onda limite
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para o aluminio? d) Se a intensidade da luz incidente & de 2 W/m?, qual é o ntimero
meédio de fétons por unidade de tempo e por unidade de area qua atinge a superficie?

. A funcao de trabalho do potéssio é 2,24 eV. Se potassio metélico é iluminado com

luz de comprimento de onda 350 nm, encontre: a) a energia cinética maxima dos
fotoelétrons e b) o comprimento de onda de corte. Resp.: a) 1,3 ¢V b) 554 nm

Quando césio metalico ¢ iluminado com luz de comprimento de onda 300 nm, os
fotoelétrons emitidos tém energia cinética maxima 2,23 eV. Encontre a) a fungao de

trabalho do césio e b) o potencial de freamento se a luz incidente tem comprimento
de onda 400 nm. Resp.: a) 1,91 eV b) 1,20 V

Luz de comprimento de onda 500 nm incide sobre uma superficie metalica. Se o
potencial de freamento para o efeito fotoelétrico é 0,45V, encontre a) a energia cinética
méxima dos elétrons emitidos b) a funcao de trabalho e ¢) o comprimento de onda
de corte. Resp.: a) 0,45 eV b) 2,03 ¢V ¢) 612 nm

Qual a freqiiéncia de corte para o efeito fotoelétrico em litio (¢=2,9 eV)? Qual o
potencial de freamento se o comprimento de onda da luz incidente for 400 nm?

Qual o comprimento de onda méximo da luz incidente capaz de produzir efeito fo-
toelétrico na prata (¢=4.7eV)? Qual serd a energia cinética maxima dos fotoelétrons
se comprimento de onda é reduzido a metade? Resp.: 264 nm; 4,7 eV

Um laser de 2 mW (A=530 nm) incide sobre um fotocatodo de césio (¢—1.9 eV).
Assumindo uma eficiéncia de 107 para a producao de fotoelétrons (1 elétron emitido
para cada 10° fotons incidentes), qual a corrente fotoelétrica?

O Sol e as estrelas se comportam, com boa aproximagdo, como corpos negros. a)
Sabendo-se que o espectro de energia de radiagao emitido pelo Sol tem um méximo
para A = 5100 A, calcule a temperatura na superficie do Sol. b) Para a estrela polar,
esse maximo se encontra em A = 3500 A. Qual a temperatura na superficie desta
estrela?

a) Supondo que a temperatura da superficie do sol é de 5700K, use a lei de Stefan-
Boltzmann para determinar a massa de repouso perdida por segundo pelo sol sob a
forma de radiagao. Considere o diametro do sol como sendo 1,4-10%n. b) Que fragao
da massa do sol é perdida por ano sob forma de energia eletromagnética? Considere
a massa de repouso do sol sendo 2,0 - 103%kg.

Obtenha a lei do deslocamento de Wien, A, T = 0.201hc/k, resolvendo a equacao
dp(\)/dX = 0. (Sugestao: faca hc/AkT = x e mostre que a equagao citada leva a
e+ x/5 = 1. Mostre entao que x=4.965 ¢ a solugao).

Supondo que uma lampada incandescente pode ser aproximada por um corpo negro
a temperatura de 3000K, calcule a fracao da energia irradiada pelo filamento que se
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encontra na faixa visivel (entre 4000 e 6000 A) (sugestdo: aproxime a integral da
radianga pela area de um trapézio).

Uma massa de 2 kg esta ligada a uma mola sem massa de constante de forca k=25
N/m. A mola é esticada 0,40m da posi¢ao de equilibrio e entao solta. a) Encontre a
energia total e a freqiiéncia de oscilagao de acordo com a fisica classica. b) Assumindo
a quantizacdo da energia, determine o niimero quintico n para o sistema. Resp.: a)
FEit = 2,0 J; v = 0,56Hz b) 5421033

a) Use a lei de Stefan para calcular a energia total irradiada por unidade de area
de um filamento de tungsténio & temperatura de 3000K (suponha que o tungsténio
é um radiador ideal). b) Qual a area superficial do filamento de tungsténio de uma
lampada incandescente de 75W) (suponha que a perda de calor do filamento se da
somente por radiacao).

Uma lampada de vapor de sodio tem poténcia 10W. Usando 589 nm como o com-
primento de onda médio da fonte, calcule o ntimero de f6tons emitido por segundo.
Resp.: 3,0010% /s

Calcule A, para a radiagao de corpo negro para a) hélio liquido (4.2 K), b) tem-
peratura ambiente (300 K) e forno de fundigao de ago ( 2500 K). Resp.: a) 0,69 nm
b) 9,89 um ¢)1,16 pm

Calcular a temperatura de um corpo negro se a distribuicao espectral tem maximo
para: a) raios gama A = 107 m. b) raios-X, 1 nm. ¢) luz vermelha, 670 nm. d)
ondas de TV, 1m. e) ondas de AM, 200 m.

A temperatura de um corpo negro é aumentada de 900 K para 1900 K. Por qual fator
aumenta a poténcia total irradiada por unidade de area? Resp.: 19,9

O filamento de tungsténio de uma lampada incandescente tipica opera & tempera-
tura de 3000 K. Em que comprimento de onda a intensidade da radiacao emitida é
méaxima? Resp.: 966 nm

Use um computador para calcular a lei de radiacao de Plank para T=3000 K, a tem-
peratura tipica do filamento de tungsténio de uma lampada incandescente. Grafique
o intensidade da radiagdo em fungao do comprimento de onda. a) Qual a fracao da
poténcia é irradiada na regido visivel? b) qual a razdo entre a intensidade a 400 e
700 nm e a do maximo de emissao?

Em qual comprimento de onda a radiagao emitida pelo corpo humano ¢ maxima?
Resp.: 9,35 um

Uma estacao de radio FM de freqiiéncia 107.7 MHz tém poténcia de 50.000 W. Qual
o nimero de f6tons emitidos por segundo?



2.3 Exercicios

27. Quantos fotons por segundo estao contidos num feixe de radiacao eletromagnética
de poténcia total 150W se a fonte é: a) uma estagao de radio AM de 1100 kHz,
b) raios-X de 8 nm e ¢) raios gama de 4 MeV? Resp.: a) 2,06210%° b) 6,05210'® ¢)
2,34210™
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3 Interacao de Fétons com a Matéria

3.1 Raios X

No capitulo 2, vimos um processo de absorcao de fétons pela matéria, o efeito fotoelétrico.
Além desse, outros dois processos de interacao devem ainda ser descritos: o espalhamento
elastico de fotons (espalhamento Compton) e a criacdo de um par elétron-positron pela
radiacao eletromagnética. Nenhum desses efeitos pode ser previsto pela teoria classica da
radiacao eletromagnética. A observacao do espalhamento Compton s6 foi possivel apos a
descoberta dos raios X e do enorme interesse em seu estudo que se seguiu apos a descoberta.
Vamos entao ver inicialmente, as propriedades e caracteristicas dos raios X.

Na tarde de 8 de novembro de 1895, o alemao Wilheim K. Roentgen fazia experiéncias
com um tubo de raios catédicos. Tendo envolvido o tubo com cartolina preta, aciden-
talmente observou que uma folha de papel embebido em cianeto de bario-platina ficava
fluorescente quando colocado proximo ao tubo de raios catédicos. A fluorescéncia era ob-
servada mesmo com o papel colocado até cerca de 2 metros de distancia do tubo. Apoés
alguns experimentos, Roentgen rapidamente se convenceu que a fluorescéncia se originava
no ponto do tubo onde os raios catddicos atingiam o vidro. Convencido da importancia de
sua descoberta, Roentgen procedeu a um estudo detalhado das propriedades desses raios,
que por serem de natureza desconhecida, denominou-os raios X. Ele observou as seguintes
propriedades, entre outras, da nova radiagao descoberta:

e Todas as substancias sao mais ou menos transparentes aos raios X. Conseguia obser-
var a fluorescéncia mesmo quando um livro de 1000 paginas, madeira de 2 a 3 cm
ou 15 mm de aluminio era interposto entre o tubo e a tela fluorescente. “Se a mao é
colocada entre o tubo de descarga e a tela fluorescente, uma sombra escura dos ossos
¢ visivel dentro de uma sombra mais clara da mao”, reportou textualmente Roentgen.
A importancia desta descoberta pode ser medida pelo fato de que, apenas trés meses
apos a descoberta dos raios X, esses ja estavam sendo utilizados em um hospital em
Viena, no auxilio de tratamento de fraturas.

e Muitas outras substancias, além do cianeto de bario-platina, como o foésforo, com-
postos de célcio, sal de rocha, etc., eram fluorescente sob a acao dos raios X. Chapas
e filmes fotograficos também se mostraram sensiveis aos raios X, providenciando um
método bastante eficaz no estudo dessa radiagao.

e Raio-X nao sao nem refletidos nem refratados e portanto “raios X nao podem ser
focalizados por lentes”. Essa constatacao, embora nao seja verdadeira, se mostra uma
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3 Interacao de Fétons com a Matéria

boa aproximagao para a maioria dos casos, dado o pequeno comprimento de onda
dos raios X (~ 0.1 nm, comparado com ~ 500 nm para a luz visivel). A difragao de
raios X s6 pode ser observada por volta de 1912, apés os trabalhos de Laue e Bragg
entre outros. A lei de Bragg para a difracdo de raios X por cristais, nA = 2dsin(6),
tem sido usada em espectrometros para essa radiagao.

e Nao sao defletidos por campos magnéticos ou elétricos e se propagam em linha reta.

e Raios X descarregam corpos eletrizados, tanto positiva quanto negativamente. Essa
caracteristica esta relacionada com a capacidade dos raios X ionizarem o ar, tornando-
o portanto condutor e agindo assim para descarregar objetos eletrizados.

e “Um aparelho de descarga com um catodo constituido de uma chapa de aluminio
concava e tendo como anodo uma folha de platina, colocada no centro de curvatura
do catodo e inclinada a 45° em relacao ao eixo ¢ o mais eficiente produtor de raios X”.
Essa maneira de produzir raios X, descrita por Roentgen foi utilizada posteriormente
em praticamente todos os tubos de raios X, até cerca de 1913, quando W.C. Coolidge
introduziu os tubos com catodo de tungsténio aquecido, que produzia uma enorme
quantidade de elétrons, por efeito termoionico. Essa ¢ a forma utilizada até hoje na
producao de raios X.

rajios X

=il

Figura 3.1: Diagrama esquematico de um tubo de raios X moderno. Nos usados por Ro-
entgen o catodo nao era aquecido.

Os raios X sao produzidos na desaceleracao brusca dos elétrons, ao penetrarem num
s6lido. De acordo com a eletrodinamica, uma carga acelerada irradia e ao penetrar na ma-
téria, um elétron acaba perdendo rapidamente sua energia cinética em sucessivas colisoes
com os nicleos dos atomos, emitindo portanto radiacao a cada colisdao. A radiacao ele-
tromagnética emitida nesse processo tem o nome genérico de radiacao de bremsstrahlung,
termo germéanico para radiacao (strahlung) de freamento (brems). Do ponto de vista quan-
tico, um foton é emitido apods cada colisao, no que pode ser interpretado como o inverso do
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efeito fotoelétrico. No efeito fotoelétrico, um foton é absorvido e sua energia transferida
para um elétron e um atomo. Aqui um elétron cede parte de sua energia para criar um
foton, o nicleo recebendo uma pequena parte da energia, mas atuando para garantir a
conservacao do momento linear. Se a energia inicial do elétron é E, e E' é a energia apos
a colisao, a energia do féton emitido sera:

hv=E,—E

Os espectros de raios X emitidos por um anodo de tungsténio quando bombardeado por
elétrons de energias de 50, 40, 30 e 20 keV sao vistos na figura 3.2. Uma caracteristica
desses espectros é a existéncia de um limiar de comprimentos de onda, abaixo do qual
nao ha emissao de radiacao. O valor do limiar é inversamente proporcional & energia dos
elétrons incidentes. O limiar corresponde ao caso onde o elétron perde toda sua energia
numa tnica colisdo. Nesse caso, o f6ton emitido tem a maxima energia possivel, hv = E,,
correspondente ao comprimento de onde

Katpha

40 keV

20 keV

o 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0 02 o4 oo —e8 10
comprimento de onda (A) AR

Figura 3.2: Espectro de raios X emitidos por uma ampola com varias tensoes catodo-anodo.
A direita, com o espectro caracteristico do Molibidénio.

Raios X podem ainda ser emitidos no processo de perda e posterior captura de elétrons
por atomos e ions, principalmente no caso de elementos com namero atoémico elevado. Esses
raios X tém comprimento de onda bem definido e sao caracteristicos de cada material. Mais
adiante, na discussao dos modelos atdmicos, veremos em mais detalhes esse tipo de raios
X.

A difragao de raios X por cristais, desde a sua descoberta, tem sido utilizada tanto para
a caracterizacao dos cristais como para e espectroscopia de raios X. O processo de difracao
de Bragg ocorre na reflexao das ondas de raios X por planos cristalinos consecutivos e
paralelos. Como visto na figura 3.3, sendo d a separagao entre dois planos cristalinos e ¢
o angulo de incidéncia da radiacao X, as frentes de onda 1 e 2 mostradas na figura estarao
em fase se tivermos a relacao:
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nA = 2dsin ¢

. Feixe
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Frente de onda
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Figura 3.3: [lustracao da difracao de Bragg: Interferéncia construtiva da radiacao refletida
por dois planos consecutivos de 4tomos num cristal.

onde n é um inteiro. Esta é a chamada relacao de Bragg. Em geral, no uso do processo

de difracao num espectrometro para determinacao do comprimento de onda da radiacao,
utiliza-se em geral o primeiro maximo de interferéncia (n=1).

3.2 O Espalhamento Compton de Raios X

Em 1918, Arthur H. Compton iniciou uma série de experimentos visando o estudo do espa-
lhamento de raios X. Esses experimentos o levaram a descobrir, em 1922, um importante
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3.2 O Espalhamento Compton de Raios X

efeito, hoje conhecido como efeito Compton, que nao tem explicacao dentro da teoria clés-
sica da radiag@o eletromagnética. Ao fazer incidir raios X de comprimento de onda bem
definido (como os proveniente da emissdao de raios X caracteristico por materiais como o
molibidénio usado por Compton) sobre um alvo sélido (grafite), como mostra a figura 3.4,
Compton observou que o espectro dos raios X espalhados num dado angulo apresenta dois
componentes: um com comprimento de onda igual ao da radiacao incidente, e o outro
de comprimento de onda maior, cujo valor depende do angulo de espalhamento, conforme
visto na figura 3.5. A diferenca AX = X — X\ é chamada deslocamento Compton.

fonte de
raios X

, feixe
incidente

1]
alvg 1 A NH\I\
fendas .\\\‘(

colimadoras detector
de chumbo

Figura 3.4: Diagrama do experimento de Compton. A radiacdo monocromética primaria é
produzida pelos raios X caracteristicos do molibidénio.

De acordo com o eletromagnetismo cléssico, uma onda eletromagnética de freqiiéncia v
ao atingir os elétrons do material do alvo, faz com que estes passem a oscilar na mesma
freqiiéncia da radiacao, irradiando portanto uma nova onda eletromagnética (em todas as
dire¢oes) de freqiiéncia igual a da radiagao incidente. Portanto, apenas o componente de
mesmo comprimento de onda da radiacao incidente, é esperado, do ponto de vista clas-
sico. A explicacao para o pico deslocado foi feita posteriormente pelo proprio Compton
(e independentemente por Debye), tratando o problema como sendo o espalhamento elés-
tico do foton por um elétron atomico. Mesmo a teoria eletromagnética classica prevé uma
quantidade de movimento associado a radiacao eletromagnética, p = E/c, onde p é a o
momento linear da onda por unidade de volume e F a densidade de energia. Do ponto de
vista quantico, fétons de energia hr se propagam com a velocidade da luz e portanto, da
expressao relativistica para a energia,

podemos concluir que para que a energia possa ter um valor finito, a massa de repouso
do foton deve ser nula. Portanto, na expressao relativistica para a relacao entre energia e
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3 Interacao de Fétons com a Matéria

momento, E? = p?c? + m2c!, a expressdo correspondente para um féton de energia hv sera
p=FE/coup=hv/c=h/\

o
20
o
g
S
=

o

0

0,700 0,750
A (A) —=

Figura 3.5: Espectro de raios X observados por Compton, para varios angulos de
espalhamento

Consideremos agora o espalhamento elastico de um foton de energia E = hc/\ e momento
p = h/X por um elétron livre em repouso. Apods o espalhamento, o foton terd energia
E' = he/N e momento p’ = h/)N, propagando numa dire¢do fazendo um angulo 6 com a
direcao de incidéncia. O elétron, depois da colisdo tera energia cinética E. e momento p,,

numa direcao que faz um angulo ¢ em relagdo a direcao do féton incidente. Aplicando as
leis de conservacao de momento e energia temos as seguintes relagoes:

p=p cos + p,cos
p'sinf = p, sin ¢

E+my® =E + E.+m,?

Tomando o quadrado das equacoes de conservacao do momento e somando-as de modo a
eliminar ¢, temos:
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3.2 O Espalhamento Compton de Raios X

(p — p' cos0)? 4 p?sin® 0 = p?

ou

p* — 2pp’ cos O + p? = p?

Da expressao de conservacao de energia, temos para e energia cinética do elétron apos a
colisao E. = E — E' = (p — p')c. Usando agora a expressoes relativisticas que relacionam
a energia com o momento do elétron:

E =FE,+my?
E? = p*c? + mict

temos a seguinte relacao:

E2
C
b = 2 + 2E’CWLO
c
Substituindo agora p. da expressao acima na relacado para os momentos obtida anterior-
mente, temos:

2 / /2 Ef
p~ —2pp cosb +p~ = —- +2E.m,
c

Substituindo agora a expressao para e energia cinética do elétron em termos dos mo-
mentos do foton, temos:

p° —2pp’ cosO+p? = (p—p')* +2(p — p)mec

simplificando a expressao acima, obtém-se:

moc(p —p') = pp'(1 — cos )

e portanto:

1 1 1
——=—= (1 —cosb)
p P M

multiplicando a expressao acima por h e usando h/p = A, temos:

AX= XN — X = A.(1—cosh)

onde A\. = h/m,c = 0.0243A é chamado comprimento de onda Compton para o elétron.

Do resultado acima, vemos que o deslocamento Compton A\ depende somente do an-
gulo de espalhamento 0, sendo o mesmo para qualquer comprimento de onda da radiacao
incidente.

No espectro da radiacao espalhada mostrado na figura 3.5, temos ainda o pico cor-
respondente ao comprimento de onda igual ao da radiacao incidente. Este pico tem as
caracteristicas de dois processos diferentes. Num deles temos o espalhamento descrito por
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3 Interacao de Fétons com a Matéria

J.J. Thomson com base na eletrodinamica classica, e por este motivo, este tipo de espalha-
mento é hoje chamado espalhamento Thomson. O outro processo é chamado espalhamento
Rayleigh, em homenagem ao seu descobridor. A explicacdo quantica para esses fendmenos
é entretanto apenas uma variacao do espalhamento Compton. No espalhamento Compton
usual, o elétron espalhador est4 livre, ou fracamente ligado ao atomo (tipicamente a energia
de ligacao dos elétrons mais externos dos dtomos ¢ da ordem de alguns eV, milhares de
vezes menor que a energia de um foéton de raio-X, sendo arrancado do 4tomo no processo
de colisao. No caso do espalhamento Rayleigh a colisao se d4 com um elétron das camadas
mais internas do atomo, quando a energia de ligacao deste pode ser muito maior, e apos a
colisao com o foton, o elétron continua ligado ao &tomo. Nesses casos, podemos considerar
que o foton foi espalhado pelo 4tomo como um todo, de modo que na expressao para o
deslocamento A\ temos que usar agora o pardmetro \. para o &tomo e nao mais para o elé-
tron. Como a massa do &tomo é milhares de vezes maior que a do elétron, o deslocamento
Compton A\ nesses casos é desprezivel. No chamado espalhamento Thomson, o féton
¢ espalhado apds uma colisao diretamente com o ntcleo atomico. Do ponto de vista de
energia, o resultado ¢ idéntico ao caso do espalhamento Rayleigh, uma vez que a massa do
ntcleo é aproximadamente igual & massa do 4tomo como um todo. A distribui¢do angular
da radiagao espalhada no entanto é diferente para cada caso. Também, devido a enorme
diferenca de tamanho entre um atomo e seu ntucleo, o espalhamento Thomson ¢ muito
menos provavel que o Rayleigh. Para fotons de energia mais baixa que os raios X (como
ultravioleta e luz visivel) o espalhamento Compton vai ficando cada vez mais improvével,
sendo mesmo impossivel para as energias mais baixas, pois nao ha energia suficiente para
arrancar o elétron do atomo.

Uma outra consideracao deve ser feita, com respeito a interpretacao de Compton para
este efeito. Sendo o foton uma entidade “elementar”, é dificil explicar como ele pode
mudar de comprimento de onda numa colisdo. A interpretacao correta, de acordo com a
teoria quantica atual, é que houve inicialmente a absorcao do féton pelo elétron na colisao.
Posteriormente ha a emissao de um outro féton, de comprimento maior que o absorvido,
de acordo com a equagao de Compton.

3.3 Produciao e Aniquilacao de Pares

A equacao bésica da mecanica quantica, a equacao de onda de Schroedinger é uma equagao
nao relativistica. Corresponde ao caso em que a energia total de uma particula é dada pela
relacao:
2
p

—4+V=F
2m+

onde o primeiro termo corresponde a energia cinética e V' a energia potencial da particula.
Alguns anos depois de Schroedinger ter apresentado sua equacao, Dirac desenvolveu a
equacao correspondente relativistica, para descrever o movimento de um elétron. Como
a energia relativistica de uma particula, na auséncia de potenciais externos é dada por
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E? = p*c? + m2ct, a “cara” da equagao de Dirac sera algo como:

P2+ mict+V =FE

No caso de uma particula livre, com momento nulo, E = —\/m2c* = —m,c? corresponde
a uma particula com energia (massa) negativa. Se o momento for nao nulo, teremos
energias ainda mais negativas. Embora normalmente, nos calculos relativisticos ignoramos
a solucao com energia negativa, Dirac observou que nao havia razao para ignorar essa
solugdo. Assim previu a existéncia de elétrons com energia negativa. Como o menor valor
para o momento de uma particula é zero, a equacao acima diz que s6 pode haver elétrons
com energia £ > m,c* ou £ < —m,c?, como mostra a figura 3.6. Um elétron usual,
com energia positiva, tendo disponivel um estado possivel de energia mais baixa (energia
negativa), migraria para aquele estado, emitindo a diferenga de energias na forma de um
foton. Assim, todos os elétrons disponiveis iriam para esses tais estados negativos e o0 nosso
mundo nao seria possivel. Dirac postulou entao que a natureza é de tal forma que todos os
estados de energia negativa estao ocupados. Deste modo, nao ha como os elétrons de nosso
mundo passar para os estados de energia negativa, conhecidos como o mar de Dirac. Pode-
se mostrar que esse mar de particulas com energia negativa (isto é, com massa negativa)
nao interage com nosso mundo usual, nao podendo portanto ser observado.

Dirac previu ainda a ocorréncia de um fenémeno bastante interessante. Um foton de alta
energia (um raio 7), tendo energia maior que a abertura entre as duas faixas de energias
permitidas para os elétrons (AE > 2m,c® = 1022 keV') poderia ceder toda sua energia
para um elétron de energia negativa (como no efeito fotoelétrico) de modo que agora este
elétron teria energia positiva e seria observado como um elétron normal em nosso mundo.
J& no mar de elétrons com energia negativa, sobraria um lugar vago, um buraco. Pode-se
mostrar que num mar de elétrons com energia negativa, um buraco se comporta como uma
particula de massa positiva (igual a do elétron), e com carga oposta a do elétron. Este
buraco é entao visto em nosso mundo como uma particula similar ao elétron, mas com
carga oposta e é chamado de pdsitron ou anti-elétron. Do ponto de vista observacional, o
fenémeno é visto como a criacdo de um par particula-antiparticula por um féton de alta
energia, e dai o nome criacao de pares.

A validade dessas suposicoes de Dirac foi confirmada experimentalmente alguns anos
mais tarde, quando em 1932 Anderson descobriu o poésitron em tragos deixados por es-
sas particulas em fotografias tiradas com camaras de Wilson (camara de bolhas), como
a mostrada na figura 3.7. Nessa camara, h4 um campo magnético aplicado na diregao
perpendicular ao plano da fotografia, de modo que o positron e o elétron, tendo cargas
opostas, fazem um movimento espiralado em direcoes opostas. As espirais tém raio de-
crescente devido a perda de velocidades das particulas, por colisbes com outros elétrons no
material. E interessante notar que no mesmo ano em que Anderson publicou suas observa-
¢oes (1933), dois outros artigos foram também publicados, confirmando as observacoes de
Anderson e a origem dessas particulas. Esses dois outros artigos tinham a participacao de
Giuseppe Occhialini, um fisico italiano que logo depois viria para Sao Paulo, a convite de
Gleb Wataghin, para dar inicio ao Departamento de Fisica da recém fundada Universidade
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Figura 3.6: Diagrama mostrando as faixas de energia permitidas para os elétrons e a criagao
de um par elétron-positron

de Sao Paulo (ver p. ex. Chadwich, Blackett and Occhialini - Nature vol 131, pg. 473
-1933).

Pode-se também facilmente verificar que, analogamente ao que ocorre no efeito fotoelé-
trico, a interacao de absorcao do féton por um elétron com energia negativa também nao
permite a conservacao do momento linear. Deste modo, a criacao de pares s6 pode ocorrer
nas proximidades de uma particula pesada, como o nucleo atémico, que entao recebe a
parte restante do momento inicial do féton.

O pésitron portanto nao passa, segundo Dirac, da auséncia, um “buraco” no mar de
elétrons de energia negativa. HAa muitas outras situacoes em que um “buraco” se com-
porta como uma particula. Por exemplo, bolhas de gas no interior de um liquido. Uma
situacao bem conhecida ocorre em materiais semicondutores, com os quais sao produzidos
os elementos basicos dos componentes eletronicos atuais. Nesses elementos, os elétrons
normalmente estao ocupando a chamada banda de valéncia, correspondendo aos estados
eletronicos ligados aos atomos do cristal (ou ao cristal como um todo). Deste modo, estes
elétrons nao tém mobilidade e nao podem conduzir eletricidade. a temperatura zero, todos
esses estados estao normalmente ocupados por elétrons e o material se comporta como um
isolante. A medida que a temperatura aumenta, alguns desses elétrons ganham energia tér-
mica suficiente para passar a ocupar uma outra faixa de energias maiores, chamada banda
de conducao. Entre a faixa de valéncia e a de conducao ha uma regiao de energias em que
nao hé nenhum estado possivel, numa situacao muito similar & do processo de criacao de
pares. Nos semicondutores, quando um elétron é promovido para a banda de conducao,
o buraco na banda de valéncia se comporta como uma particula positiva, com mobilidade
dentro do cristal, conduzindo portanto corrente elétrica.

No caso da producao de pares, a promocao de um elétron de energia negativa para
energias positivas, com a absor¢cao de um féton, cria portanto um par elétron-positron.
Como vimos, um elétron de energia positiva pode vir a ocupar este estado vazio, cedendo
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Figura 3.7: Fotografia estereoscépica de camara de bolhas, mostrando a criacao de um par
elétron-positron. Na camara, ha um campo magnético perpendicular ao plano
da fotografia. Elétron e positron fazem portanto trajetorias espiraladas em
direcoes opostas.

a diferenca de energia na forma de fotons. Considerando o buraco como um poésitron,
podemos entao descrever o processo como a colisdo entre essas duas particulas. Apos a
colisao, desaparecem o elétron e o positron de modo que podemos falar num processo de
aniquilacao do par. Sendo particulas de cargas opostas, elétron e positron se atraem. Se
a colisao nao é exatamente frontal, como ocorre na maioria dos casos, had uma quantidade
de momento angular relativo as duas particulas, que passam a orbitar uma em relacao
a outra, formando um sistema binério. Isto tem semelhanca com o a&tomo, somente que
aqui nao h&a um ntucleo de massa muito maior. Esta semelhanca faz com que este sistema
seja considerado um atomo exotico, chamado positronio. Como num adtomo comum, em
que um elétron em camadas atomicas de energia (ou momento angular) elevada, perde
energia passando para orbitas mais baixas, emitindo f6tons a cada passagem, o positronio
também vai perdendo momento angular, o poésitron cada vez mais perto do elétron, até
que se aniquilam mutuamente (o elétron ocupa o buraco!) emitindo em geral dois ou
trés fotons, dois sendo muito mais provavel. A emissao de um tnico féton é possivel,
no caso em que o positron colide com um elétron fortemente ligado a um atomo, mas o
processo € muito raro. Emissao de mais de trés fotons também é possivel, mas sao processos
igualmente improvaveis). Esse processo ocorre muito rapidamente, o positronio durando
em média cerca de 1071%. No caso de emissdo de dois fétons, por exemplo, a energia
total dos fotons deve ser de 1022 keV, supondo que o positronio se encontra em repouso,
como normalmente se encontra, no momento da aniquilacao. Para que haja também a
conservagao do momento, é necessario que os fétons tenham a mesma energia (e portanto
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mesmo momento), tendo portanto cada um 511 keV, sendo emitidos em dire¢oes opostas.

3.4 Absorciao de Fétons Pela Matéria

Um feixe de fétons, apos atravessar uma determinada espessura de matéria tera sua inten-
sidade diminuida pela remocao de uma parte desses fotons do feixe, por um dos trés tipos
de interacao anteriormente descritos. Para fotons de baixas energias, como luz visivel, em
geral bastam espessuras bastante pequenas (fracdo de mm) para que praticamente todos
os fotons tenham interagido, ocorrendo portanto a absorcao total da radiacao. Para fotons
de energias mais altas, como raios X ou raios -, uma boa fracao dos fé6tons incidentes pode
atravessar espessuras relativamente grandes (varios cm) sem sofrer nenhum tipo de intera-
¢ao. Para um feixe de fotons com uma dada energia (monocrométicos), com intensidade
inicial I,, o namero de fé6tons absorvidos dI numa espessura dr do material absorvedor
deve ser proporcional ao nimero de fotons I e a espessura dx, pois a absorcao de um
foton numa dada posicao depende apenas da probabilidade de interacao por um dos trés
efeitos e nao do que aconteceu anteriormente com os outros fétons. Portanto, chamando o
coeficiente de proporcionalidade (coeficiente de absorcao linear) de u, temos a relagao:

dl = —1Ipudx

L

14 [,
kI,

Z, ar. A,
{a) (h)

Figura 3.8: Atenuacao de um feixe de fétons por um absorvedor.
o sinal negativo indicando que ha um decréscimo no ntimero de f6tons. Apos atravessar
uma espessura x de um absorvedor, a intensidade I de um feixe de fé6tons de intensidade

inicial I, serd entao dada por:

I(x) = I,e "

Como a absorcao é causada por um dos trés processos de interacao, o coeficiente de
absorcao pode ser decomposto em trés termos:

= pig + po + pp
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sendo cada componente proporcional a probabilidade de ocorréncia de cada um dos
processos. Mais comumente, utiliza-se nos célculos o chamado coeficiente de absorcao
de massa, definido como a razao p/p, onde p é a densidade do absorvedor (e I(z) =
Lexp(—(u/p)px)). Na figura 3.9 vemos a dependéncia dos trés termos do coeficiente de
absor¢ao de massa do aluminio, com a energia dos foétons incidentes. Note que para energias
baixas, o processo de absorcao por efeito fotoelétrico é dominante e que a partir de ~50
keV o espalhamento Compton passa a dominar. A criacao de pares, que s6 ocorre para
energias acima de 1.022 MeV é dominante apenas para fétons com energias acima de 20
MeV. Essas faixas de predominéancia dependem do material. A probabilidade de ocorréncia
de efeito fotoelétrico, por exemplo, numa dada energia de foéton aumenta com Z°, onde Z é
o ntimero atomico do absorvedor. Para o chumbo, por exemplo, o espalhamento Compton
s6 passa a dominar para fétons de energia maior que cerca de 500 keV.
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Figura 3.9: Variacao do coeficiente de absorcao de massa para cada tipo de interacao com
a energia do foton.

Um outro detalhe sobre a absorcao é que no espalhamento Compton nao temos propria-
mente a absorcao do féton, pois um outro féton é emitido apds o espalhamento. Entretanto,
como a emissao do segundo féton serd em geral em direcao diferente da direcao do feixe
de fotons, ele é removido do feixe, diminuindo portanto sua intensidade. Caso semelhante
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ocorre com a criacao de pares, quando logo a seguir, com a aniquilagao do par outros fotons
sao também emitidos.

3.5 Exercicios

1. O comprimento de onda minimo no espectro continuo de raios X emitidos por um tubo
de TV é de 0.124 nm. Qual a tensao de aceleracao dos elétrons nesse tubo? R: 10 kV.

2. Um foéton de energia inicial de 100 keV que se move no sentido positivo do eixo
X, colide com um elétron livre em repouso. O féton é espalhado de um angulo de 90°,
indo no sentido positivo do eixo y. Ache os componentes do momento do elétron. R:
pe = 0,33.107%eV.s/m; p, = 0,28.10%eV.s/m; ¢ = 40°.

3. Mostre que AE/E, a variacao relativa da energia do féton no espalhamento Compton,
¢ igual a (h'/m,c®)(1 — cosf).

4. Qual a energia cinética maxima possivel, bem como o momento de um elétron en-
volvido no processo Compton em termos da energia do foton incidente hr e da energia de
repouso do elétron m,c?? R: E. = m,c® + hv[l — m,c?/(m,c® + 2hv)]

5.- Determine a variacao maxima do comprimento de onda no espalhamento Compton
por protons.

6.- Considere um feixe de raios X, com A = 1.00A, e também um feixe de raios v vindo
de uma fonte de ¥7Cs, com A = 1.88-10"2A. Se a radiacdo espalhada pelos elétrons livres
¢ observada a 90° do feixe incidente: a) Qaul o deslocamento Compton em cada caso? b)
Que energia cinética é cedida ao elétron em cada caso? ¢) Que percentagem da energia do
foton incidente é perdida na colisao em cada caso?

7.- Raios X com A = 0.71A ejetam fotoelétrons de uma folha de ouro. Os elétrons
descrevem circulos de raio r em uma regiao onde ha um campo de inducao magnética B. A
experiéncia mostra que rB < 1,88 - 10 %tesla-m. Ache: a) a energia cinética maxima dos
fotoelétrons. b) o trabalho realizado ao remover o elétron da folha de ouro. R: a) 3keV b)
14.5 keV.

8.- Um raio ~y cria um par elétron positron. Mostre diretamente que, sem a presenca de
um terceiro corpo para absorver uma parte do do momento, a energia e o momento nao
podem se conservar simultaneamente. (Sugestao: suponha que a energia seja conservada
e mostre que isto implica em momentos diferentes antes e depois da interagao).

9.- Suponha que um par elétron poésitron é criado por um foéton que tem a energia limite
(2m,c?) para que o processo ocorra. a) Calcule o momento transferido a um niicleo no
processo. b) suponha que o ntcleo é o de um dtomo de chumbo e calcule a energia cinética
do niicleo atingido. E razoavel desprezarmos essa energia, comparada com a energia limite,
como feito acima?

10.- O coeficiente de absorcao de massa para fotons de energia 1 MeV é igual a 0.06
cm? /g tanto para o Al quanto para o Pb. Calcule a espessura de um absorvedor de Al e a

de um de Pb, capaz de reduzir a intensidade de um feixe de fotons dessa energia, para 5%
de seu valor inicial. (dado: p(Al) = 2.7 g/em?, p(Pb)=11 g/cm?). a) 19cm b) 4.5 ¢cm
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11.- Sob condigdes ideais, o olho humano registra um estimulo visual a 5500 A se mais
de 100 fotons forem absorvidos por segundo. A que poténcia isso corresponde?
12.- Obtenha a relagao:

; 0 (1+ hv
cot — =
2 M2

) tan ¢

entre as diregoes de movimento do foton espalhado e do elétron envolvidos no efeito
Compton.

13.- Raios-X de comprimento de onda 0,200 nm sao espalhados por um bloco de carbono.
Se a radiacao espalhada é detectada a 90° em relacao a dos raios incidentes, encontre a) o
deslocamento Compton A\ e b) a energia cinética do elétron em recuo.

a) 0,00243 nm b) 74,4 eV

14.- Raios-X com comprimento de onda 0,040 nm sofrem espalhamento Compton. a)
Encontre o comprimento de onda dos fétons espalhados a 30°, 60°, 90°, 120°, 150° e 210°.
b)Encontre a energia da particula espalhada correspondente. ¢) Qual dos dngulos de espa-
lhamentos d4 ao elétron a maior energia de recuo?

a) 0,0403, 0,0412, 0,0436, 0,0445, 0,0448, 0,0445 nm

b) 231, 905, 1760, 2570, 3140, 3330, 3140 eV

c) t = 180°

15.- Mostre que a razao entre o comprimento de onda Compton Ac = h/mc e o compri-
mento de onda de de Broglie para um elétron relativistico é dada por:

Ao [ E? _1}1/2

m2ct

A

16.- Raios gama (fotons de alta energia de origem nuclear) de energia 1,02 MeV sao
espalhados por elétrons inicialmente em repouso. Se o espalhamento é simétrico, isto é
0 = ¢, encontre a) o angulo de espalhamento 6 e b) a energia dos fotons espalhados.

a) §=41,5° b) 0,679 MeV

17.- Um foton de energia inicial 0,1 MeV sofre espalhamento Compton em angulo de 60°.
Encontre a) a energia do foton espalhado b) a energia de recuo do elétron e ¢) o angulo de
recuo do elétron.

a) 9,11210% eV b) 8,90 keV c¢) 55,4°

18.- Um ntcleo excitado de ferro (A=57) decai para o estado fundamental pela emissao
de um foton. A energia disponivel para a transicao (diferenca de energia entre o estado
excitado e o fundamental) é de 14,4 keV. a) qual a reducao da energia do foton, do valor
méaximo possivel (14,4 keV), devido a energia de recuo do nticleo? b) Qual o comprimento
de onda do féton emitido?

a) 1,9521073 eV b) 0,0861 nm

19.- Numa colisao Compton com um elétron, um f6ton de luz violeta (4000A) é retro
espalhado em angulo de 180°. a) Quanta energia (eV) é transferida ao elétron nessa colisdo?
b) Compare o resultado com a energia adquirida pelo elétron ao sofrer efeito fotoelétrico
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3 Interacao de Fétons com a Matéria

com um foton de mesmo comprimento de onda. c¢) Poderia a luz violeta ejetar elétrons de
um metal por espalhamento Compton?

a) 3,772107° eV b) 3,10 eV ¢) Nao pois a energia maxima (6=180) ¢ insuficiente.

20.- Uma particula misteriosa entra na regiao entre as placas de deflexao de um aparélho
de Thomson, como mostrado na figura. O angulo de deflexao 6 é determinado como 0,2
rd (para baixo) para essa particula quando V=2000 V, comprimento das placas 10 cm
e distancia entre as placas 2 cm. Se um campo magnético perpendicular de magnitude
45721072 T é aplicado simultaneamente com o campo elétrico, a particula passa entre as
placas sem deflexdo. a) Encontre q/m para essa particula. b) Identifique a particula. c)
Encontre a velocidade horizontal com que a particula entrou na regido entre as placas. d)
Deve-se usar mecanica relativistica para este problema?

a) 9,587107 C/kg b) protons

21.- Qual o comprimento de onda minimo produzido por um aparélho de raios-X ope-
rando a um potencial de 30 kV?

0,0413 nm

22.- O acelerador linear de Stanford pode acelerar elétrons até 50 GeV. Qual o menor
comprimento de onda que pode ser produzido por bremsstrahlung? Sao esses fotons ainda
chamados raios-X?

23.- Um tubo de TV opera a 20 kV. Qual o \,,;, para os raios-X produzidos na colisao
desses elétrons com o fosforo da tela?

0,0620 nm

24.- Calcular AX/\ do espalhamento Compton para luz verde (A=530 nm). Poderia esse
efeito ser facilmente observado?

25.- Se um foton de 6 keV é espalhado por um préton em repouso, qual a variacao no
comprimento de onda do féton espalhado a 90°7

26.- Um raio gama de 700 keV de energia é espalhado por um elétron. Encontre a energia
do foton espalhado a 110°, a energia do elétron espalhado e o angulo de recuo do elétron.

27.- Qual a energia de um foéton necessaria para produzi um par préton-antiproton?

28.- Qual o comprimento de onda minimo de um foton capaz de produzir elétrons com
energia de 30 keV em um espalhamento Compton?

29.- Mostre que a energia cinética méxima do elétron em recuo em um espalhamento
Compton é dada por:

2hy
cin hy mc2

maxr 2hv
+ mc?
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4 O Atomo de Bohr

4.1 Espectros Atomicos e Séries Espectrais

A partir de 1880, o estudo dos espectros da radiagao visivel emitida por chamas e poste-
riormente por descargas produzidas em gases ou em vapores metalicos tomou um grande
impulso. Os espectros atémicos, tanto na regiao visivel, quanto na do infravermelho e do
ultravioleta, tém enorme importancia ainda nos dias atuais, principalmente por sua apli-
cacao em processos de andlise de composicao de materiais, composicao da matéria estelar,
etc., dada a enorme precisao com que se pode determinar os comprimentos de onda da
radiacao emitida pelos atomos.

Contrario & radiacao térmica emitida por corpos aquecidos (radiagdo do corpo negro)
que é continua, o espectro de emissao dos dtomos é discreto, ou seja, apenas alguns com-
primentos de onda estao presente. Nos espectrometros normalmente a luz produzida pela
descarga no gés é colimada por uma fenda estreita antes de passar por um prisma ou rede
de difracao, para entao ser registrada num filme fotografico, como o visto na figura 4.1.
Por isso espectro discreto é também chamado espectro de raias ou de linhas

Chapa fotografica

Prizsma
{ou rede de

Figura 4.1: Diagrama esquematico de um espectrometro. Em geral é empregado uma rede
de difracao ao invés do prisma.
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4 O Atomo de Bohr

Embora os espectros observados sejam relativamente complexos, com um nimero muito
grande de raias, elas podem em muitos casos ser classificadas em grupos, de acordo com suas
caracteristicas principais. No espectro do hidrogénio, por exemplo, o mais simples de todos,
dado que o hidrogénio é também o dtomo mais simples, duas séries eram conhecidas. Uma
na faixa do visivel e ultravioleta proximo e outra, observada posteriormente, na regiao do
ultravioleta (hoje sdo conhecidas cinco séries distintas no espectro do hidrogénio, as outras
trés na regiao do infravermelho). Nos espectros dos materiais alcalinos, como o sodio, as
raias mais intensas eram classificadas em trés séries: a nitida (sharp), a principal e a difusa
(s, p e d). Logo que essas regularidades foram identificadas, iniciou-se uma busca para a
origem dessa ordem. Em 1885, Balmer descobriu que as raias da série do visivel do atomo
de hidrogénio podiam ser previstas por uma série numérica simples:

2

A=B
n2—4

onde B = 3645.6A ¢ uma constante (limite da série). O acordo dessas previsdes com o0s
dados experimentais é impressionante. Para as quatro primeiras raias a diferenca entre o
valor previsto e dados experimentais disponiveis na época é de cerca de 1/10000, chegando
a cerca de 1/1000 para a 9% raia, ja no ultravioleta.

0 4 300 w» E0O0 800 12004 1500 1800 2100
. wavelength (rnm)
Lyrman Balmer Faschen
seres seles seles
Lifra- violet) (partly visible) {infra-red)

Figura 4.2: Espectro na regiao visivel e ultravioleta préximo, para o atomo de hidrogénio
(série de Balmer). No UV temos a série de Lyman e no IV a de Paschen

Balmer corretamente previu que a sua série seria um caso particular de uma expressao
mais geral, que pudesse explicar outras séries conhecidas. Alguns anos depois, em 1890,
Rydberg finalmente encontrou a formulacao geral. A expressao encontrada por Rydberg
pode ser visualizada da expressao de Balmer, se expressarmos esta, nao em termos do
comprimento de onda A, mas em termos de seu inverso, o nimero de onda k:

1 1n2—4 4 (1 1 11
k‘:—:— = — —_— — — _— —
A B n? B (4 n2) Ra (22 n2>
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4.2 O Espalhamento Rutherford

onde Ry = 4/B é chamada constante de Rydberg para o hidrogénio. A expressao geral
obtida por Rydberg é:

k:R(<mia>2_<n—1b>2)

por exemplo, para as trés primeiras séries do hidrogénio, temos:

1 1
k= Ry (ﬁ — ﬁ) n = 234,... sériede Lyman (m = 1)

1 1
k= Ry (— — —) n = 3,4,5,... sériede Balmer (m = 2)

22 n?
1 1 , .
k= Ry primiel M 4,5.6,... sériede Paschen (m = 3)

A constante de Rydberg varia ligeiramente de elemento para elemento, principalmente
entre os elementos mais leves. A diferenca entre Ry e o R para os a&tomos muitos pesados
é no entanto muito pequena (~ 0.05%). O valor atualmente aceito para Ry é 10967757.6 +
1.2m™ 1,

Para os dtomos dos elementos alcalinos como Li, Na, K, as constantes a e b sao nao
nulas (sdo conhecidas como defeito quantico).

4.2 O Espalhamento Rutherford

Como vimos na secao anterior, até o final da primeira década do século XX, uma quantidade
enorme de informacoes sobre a estrutura da matéria havia sido acumulada, principalmente
com base em medidas de espectroscopia e no espalhamento de raios-X. Embora se soubesse
que os atomos fossem constituidos de elétrons (cuja massa, sabia-se, € muito menor que
a dos atomos) e por uma “massa” de carga positiva, a organizacao desses elementos na
estrutura atomica era desconhecida. O primeiro modelo para a estrutura do atomo foi
proposta por J.J. Thomson, e ficou conhecido como o “modelo do pudim de ameixas”.
Neste modelo, os elétrons (ameixas do pudim) se distribuiam no volume atomico (~ 1071
m de raio) constituido por uma distribui¢ao uniforme de carga positiva ocupando todo o
volume atomico e contendo praticamente toda a massa do atomo (o pudim). Os elétrons
ocupariam posigoes de equilibrio nessa massa de carga positiva e poderiam eventualmente
ser colocados em vibragao, quando emitiriam radiacao caracteristica dos atomos. No caso
de 4tomos com um s6 elétron, ele ocuparia o centro do dtomo na situagao de equilibrio.
Numa esfera com distribuicao uniforme de carga positiva a forca resultante num elétron é
sempre voltada para o centro, sendo proporcional & distancia do elétron ao centro. Esse
elétron pode entao fazer um movimento harmonico simples, com freqiiéncia dada pela
relacdo entre a constante de forca e sua massa. Se fizermos os calculos vamos obter uma
freqiiéncia caracteristica para o atomo de um elétron (d&tomo de hidrogénio) proxima aos
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4 O Atomo de Bohr

valores tipicos dos espectros atomicos, mas somente uma freqiiéncia é possivel, e o modelo
nao consegue explicar as intimeras raias presentes no espectro do atomo de hidrogénio.

Dificuldades ainda maiores para o modelo apareceram por volta de 1909, quando Geiger
e Marsden, que trabalhavam com Ernest Rutherford na Universidade de Manchester, na
Inglaterra, apresentaram os resultados de suas medidas para o espalhamento de particulas
a por atomos de ouro. Esses resultados eram incompativeis com as previsoes do modelo de
Thomson, como veremos a seguir. A interpretacao dada por Rutherford alguns anos depois
para esses dados, introduziu o chamado 4tomo nucleado e a base para o desenvolvimento
da teoria atomica e nuclear da matéria.

Atomos radioativos, como o torio, radio, americio, etc. emitem particulas de dois tipos,
que na época que foram descobertas, foram chamadas de « e 8 por Rutherford. Ja na época
em que Geiger e Marsden faziam suas medidas se sabia que as particulas 8 sao elétrons de
alta energia e que as « sao atomos de hélio duplamente ionizados. Nas experiéncias reali-
zadas por Geiger e Marsden, alunos de Rutherford, eles faziam incidir um feixe colimado,
de pequeno diametro, de particulas @ em uma folha fina de ouro (~ 1 pum de espessura)
e observavam as particulas espalhadas em funcao do dngulo de espalhamento. Tendo em
vista a enorme massa das particulas a em relacao & massa dos elétrons, a colisao dessas
particulas com os elétrons nao deve causar grandes deflexoes na direcao inicial da particula
a. No caso das cargas positivas, como no modelo de Thomson, a deflexao méaxima pode ser
facilmente estimada. Tomando a particula a como uma carga puntiforme, a forca elétrica
devido a carga positiva do atomo de Au é dada por:

F(r) = kirparar <R

F(r) = ky/r* parar > R

onde R é o raio atdémico. A forca méxima agindo na particula é portanto o valor de F
para r=R: F,, = ki R = ky/ R* = (Qq/4me,)/ R?. Fazendo-se a aproximagdo em que a forga
maxima atua sobre a particula durante um intervalo de tempo da ordem de grandeza do
tempo de transito da particula o pelo atomo (At ~ 2R/v), a variagdo do momento da
particula a pode ser obtida calculando-se o impulso desta forca:

_ Qg 2

Ap = F.At =
p 4me, Rv

Supondo-se ainda que Ap é perpendicular & direcao do momento inicial, podemos estimar
o angulo maximo de espalhamento:

(&)

A 2 .2 ¢e?
tan 0,4, = 2P _ Qg _ ¢

p  dwe,Mv:R  4dme,E.R

Em unidades convenientes, e?/4me, = 1.44 - 107%¢Vm de modo que para uma particula
a de cerca de 5 MeV, como as emitidas pelos actinideos, temos tan,,,, ~ 4.5.107% ou
Ormaz ~ 0.025°.
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4.2 O Espalhamento Rutherford

Espalhamentos com angulos muito maiores que este podem ser obtidos por uma sucessao
de colisdes. Supondo que os atomos numa folha de Au se distribuam mais ou menos
aleatoriamente, uma particula a vai sofrer colisoes ora em uma direcao ora em outra, mais
Ou menos como no “passeio ao acaso” que vimos no estudo do movimento browniano. Da
mesma maneira como obtivemos o resultado de que a distancia quadratica média do bébado
em relagao a porta do bar é dada por (Az?) = NI? onde [ ¢ o tamanho do passo, no caso
do espalhamento de particulas «, depois de N colisdes cada uma com “passo” 6 o valor
quadratico médio do angulo resultante sera:

(6?) = N§?

Onde 6 pode ser aproximado por exemplo pelo valor estimado acima, obtendo-se, para
espessuras de Au tipicas usadas por Geiger e Marsden, ©,,,s = 1/(0?) ~ 1°. O processo
de colisoes multiplas nao favorece a ocorréncia de eventos com grandes angulos de espalha-
mento total. Usando os principios da mecanica estatistica, Rutherford pode deduzir que,
com base no modelo atémico de Thomson, o namero de particulas o espalhadas em um
angulo maior ou igual a ©, apds atravessar uma folha de matéria é dado por:

N(©) = N,e ©"/{®%)

Os dados experimentais de Geiger e Marsden mostravam que embora os valores obtidos
para o angulo médio de espalhamento fossem consistentes com os esperados pelo modelo de
Thomson, eles observavam um nimero muito grande de particulas espalhadas em angulos
grandes. Para espalhamento com © > 90° por exemplo, eles mediram cerca de uma
particula espalhada para cada 8000 particulas incidente, enquanto que a fragao prevista
pelo modelo de Thomson era N/N, = exp[—(90/1)?] = 10735, Em 1911, com base nesses
resultados, Rutherford apresentou um novo modelo para o 4tomo, no qual a carga positiva
estava concentrada num pequeno volume, de didmetro de cerca de 10~m, ou seja, cerca
de dez mil vezes menor que o &tomo. Demonstrou também a expressao para a distribuicao
angular das particulas espalhadas, que foi plenamente comprovada em experimentos mais
detalhados realizados posteriormente por Geiger e Marsden.

Ernest Rutherford, um neozelandés que quando jovem foi a Inglaterra com uma bolsa
para aperfeicoamento de seus estudos, no Laboratério Cavendish. Posteriormente obteve
uma posi¢ao na Universidade McGill em Montreal no Canada (1898-1907), onde desenvol-
veu os trabalhos sobre o decaimento radioativo e a quimica das substancias radioativas, que
lhe deram o prémio Nobel de quimica, pois embora sendo fisico, as atividades de pesquisa
relacionadas com a radioatividade eram em geral atividades tipicas de quimica. S6 depois é
que retornou a Inglaterra, na Universidade de Manchester onde desenvolveu os experimen-
tos que o levaram, em 1911 a descobrir a estrutura nuclear para o atomo. Posteriormente
retornou a Cambridge e ao Laboratério Cavendish, onde foi o diretor por muitos anos.

A figura 4.3 mostra a trajetoria de uma particula «, de massa M e carga ze, espalhada
por um niicleo de Au de carga Ze, que tendo massa muito maior que a da particula o vamos
considerar que permaneca em repouso durante o processo de colisao. A distancia b entre os
centros das duas particulas é chamada pardmetro de impacto e o angulo de espalhamento
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§y=

Assintota

bt o =

Figura 4.3: Trajetoria da particula a espalhada por um nicleo puntiforme de massa infinita
e carga Ze.
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4.2 O Espalhamento Rutherford

(0) pode ser expresso em termos desse parametro. Uma vez que a for¢a agindo entre as
particulas é central, o momento angular do sistema formado pelos dois niicleos se conserva
na colisao. Portanto, sendo b e v o parametro de impacto e a velocidade antes da colisao
e b’ e v’ os correspondentes apos a colisao, temos:

L = Mvb= MVt

Supondo a colisao elastica e desprezando a energia cinética adquirida pelo nicleo de Au,
temos que %MU2 = %]\IU’2 ou v = v’ e portanto o parametro de impacto também nao é
alterado pela colisao. A trajetoria descrita pela particula é uma hipérbole, o que pode ser
deduzido utilizando-se as equacoes bésicas da mecanica classica (para a dedugao completa,
ver p. ex. o apéndice D do Eisberg-Resnick). Em termos das coordenadas polares r e ¢
da particula «, a trajetoria é descrita pela equacao:

1 1. n D( 1
— — — S1n _ S
. bS % 52 CoS

onde D é a distancia de maior aproximagao, numa colisao frontal (§ = 180°) e pode ser
facilmente obtida igualando-se a energia cinética inicial & energia potencial, uma vez que
na distancia de menor aproximacao a particula « inverte a direcao do movimento, estando
portanto com velocidade nula:

1 zze
 dme, Mv2/2

onde ze é a carga da particula @ e Ze a do nicleo do atomo de Au. A relacdo entre o
parametro de impacto b e o angulo de espalhamento 6 é obtido da expressao da trajetoria
fazendo-se r — oo e usando-se a relagao assintotica ¢ =7 — 6:

D1—-cosy Dl+4cosf@ D 0
— = — = —cot =

b , .
2 sing 2 siné 2 2

onde foi usada a relagdo sinf = tan £(1 + cos 6).

Para calcularmos o niimero de particulas entre 6 e 6 + df podemos utilizar a relacao
acima e calcular o correspondente niimero entre de particulas com parametro de impacto
entre b e b+db. Na figura 4.4 vemos esquematicamente um pedaco de folha de Au, de 1
cm? de area, mostrando os nicleos dos atomos representados por pontos, bem como as
areas correspondentes ao parametro de impacto entre b e b-+db. Supondo que o fluxo de
particulas « é uniforme nessa area, a fracao de particulas o com parametro de impacto
entre b e b+db é basicamente dada pela razao entre a soma das areas dos anéis mostrados
na figura (N27bdb) e a area total da folha. Sendo p a densidade do Au (niimero de atomos
por cm?) e t a espessura da folha, esta fragao sera dada por:

f = pt2rbdb

Esta fracao corresponde & probabilidade de se ter uma particula o com parametro de
impacto entre b e b+db:
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Particulas &
incidentes

Figura 4.4: Representacao pictorial de um feixe de particulas incidindo numa folha de Au
de 1em? de area, mostrando as regioes em que o parametro de impacto tem
valor entre b e b-+db.

80



4.2 O Espalhamento Rutherford

P(b)db = f = pt2wbdb
Da expressao para b em funcao do angulo de espalhamento, obtém-se:

db D d 0 D 1

— t—:
d@) 2427 T 2sin?L

de onde se obtém:

D? cos D? siné
bdb = ———2d9 = —————df
8 sin Q 16 sin4g

(na ultima passagem foi utilizada a relagao 2 sin g coS g = sin#). Notando-se que, da relagao
entre o parametro de impacto e o angulo de espalhamento, quando b aumenta 6 diminui
(ver figura 4.5), temos que a relagdo entre a probabilidade de colisao com parametro de

impacto b e b+db e o espalhamento entre 0 e 0 +df é P(0)d0 = —P(b)db e portanto temos:

ind

49d9

P0)do = Zptp* 2

8 sin

Substituindo-se o valor de D e fazendo-se N(6)dd = N,P(0)df, onde N, é o nimero
total de particulas « incidindo na folha espalhadora, temos finalmente a expressao para a
distribuicao angular das particulas para o espalhamento Rutherford:

2 2\ 2 .
N(Q)d@z( 1 ) (zZe) Nopt27rsm(9d0

4ATe, 2Mv? 81114 0

A expressao para o espalhamento Rutherford, bem como outras semelhantes que ocorrem
na fisica nuclear, sao geralmente expressas em termos do que se chama se¢do de choque,
ou drea efetiva de colisao, definida pela expressao:

do
dN = —N N,d2
ao’
onde dN = N(0)df ¢ o nimero de particulas espalhadas no angulo sélido df2, fllg a secao

de choque diferencial, Ny = N, a intensidade do feixe de particulas e N, = pt o nimero de
centros espalhadores (ntcleos) por cm? do alvo. A definigao do angulo sélido dS) pode ser
visto na figura 4.5 .

Como d) = 27 sin 0df e da expressdo para N (), temos:

1 \? /[ 2Ze*\* NyN,
dN = dQ
(4%60) (2MU2> sin*

de onde se obtém a expressao para a secao de choque para o espalhamento Rutherford:

do 1 \2/ 222\ 1
dQ  \dre, 2Mv? Sin4§
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Figura 4.5: Diagrama mostrando a relacao entre o parametro de impacto b e o angulo
de espalhamento 6. A regidao sombreada corresponde ao angulo solido df) =
27 sin #dh. A unidade de angulo solido é o esferoradiano (sr - steradian).

Na figura 4.6 vemos resultados experimentais para o espalhamento de particulas o em
Au, publicados em 1913 por Geiger e Marsden, comprovando a descricdo de Rutherford
para o atomo. O ano de 1911, quando foi publicado o artigo de Rutherford (Phil. Mag.
vol. 21, p. 669) é considerado o de nascimento da fisica nuclear.

O modelo de Rutherford, embora resolvesse o problema apresentado pelas medidas de
espalhamento de particulas «, introduzia um outro. De acordo com a fisica clédssica, nao
h& como manter a estabilidade do atomo nessas condicoes. No caso de a&tomo com um
s6 elétron, como o de hidrogénio, a condicao do elétron orbitando em torno do nicleo,
embora podendo ser estavel do ponto de vista mecanico, tendo o elétron uma aceleracao
(centripeta), ele deveria irradiar energia continuamente, de acordo com a teoria classica do
eletromagnetismo, terminando por colapsar no niicleo, apds cerca de 10~ 2s.

4.3 O Modelo de Bohr para o atomo de Hidrogénio

No outono de 1911, Niels Bohr foi a Inglaterra para uma visita cientifica, inicialmente ao
Laboratorio Cavendish (com J.J. Thomson) e posteriormente & Universidade de Manchester
onde trabalhou com Rutherford e seu grupo. Embora sendo um teérico, Bohr acompanhou
de perto os trabalhos de Geiger e Marsden bem como o desenvolvimento do modelo do
atomo nuclear proposto por Rutherford. Cerca de dois anos depois, Bohr apresentou um
modelo para o atomo de hidrogénio, que incorporava as idéias de Rutherford, as originadas
dos trabalhos de Planck para o corpo negro e as de Einstein para o efeito fotoelétrico: a
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Figura 4.6: Resultados experimentais obtidos por Geiger e Marsden comparados com a
previsao de Rutherford (curva solida).

quantizagao da energia de sistemas mecénicos (osciladores) e da radiagao eletromagnética.
Introduzindo idéias revolucionérias em relacao a fisica classica, Bohr conseguiu desenvolver
um modelo simples que garantia as caracteristicas observadas no modelo de Rutherford,
dava estabilidade ao atomo e previa as séries espectrais observadas para o atomo de hi-
drogénio, determinando portanto a origem das séries empiricas de Balmer e Rydberg. A
fundamentagao do chamado modelo de Bohr pode ser expressa em termos dos postulados
de Bohr:

1. No dtomo, o elétron se move em orbitas circulares, cujo movimento € descrito em
termos das leis gerais da mecdnica e da eletrostdtica, com a limitacao de que apenas
algumas orbitas sao possiveis, sendo essas determinadas pela imposicao de que o
momento angular do elétron deve ser um multiplo inteiro de h/2m.

2. FEnquanto descreve o movimento acelerado em sua orbita, o elétron nao irradia ener-
gia como prevé a teoria eletromagnética cldssica.

3. O elétron pode saltar de uma orbita para outra. Se ele “pula” espontaneamente de
uma orbita em que sua energia total é E; para uma outra de energia menor Ey, a
energia perdida € emitida na forma de radiacao, cuja freqiiéncia € dada pela relagao

v = (E, — Ey)/h.

O modelo de Bohr tem aplicacao somente no caso de dtomos com um s6 elétron, como o
atomo de hidrogénio ou 4tomos ionizados de outros elementos, no qual somente um elétron
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4 O Atomo de Bohr

permanece ligado ao ntcleo. Consideremos entao um atomo constituido de um ntcleo de
carga Ze e massa M ao qual permanece ligado um tnico elétron de carga -e e massa m,
girando ao redor do nucleo em uma o6rbita circular. Sendo v sua velocidade orbital, a
condicao de equilibrio é obtida igualando-se a forca eletrostatica com o produto da massa
do elétron por sua aceleragao centripeta:

1 Ze? v?

4dme, 12 r
De acordo com o primeiro postulado de Bohr, temos ainda que os raios possiveis para

essas Orbitas devem ser determinados impondo-se a condicao de quantizacao do momento
angular para o elétron:

mur = n— = nh
27

onde h, a constante de Planck dividida por 27 é chamado “h cortado”. Substituindo v
obtido da equacao acima na equacao de equilibrio de forcas, temos:

1 Ze?  n’h?

4re, T mr?
de forma que os raios das érbitas sao dados por:
Are,n’h?

T _—
mJZe?

e as velocidades orbitais podem ser entao obtidas da expressao:

nh B nhZe? 7 e?

V= = =
mr  4me,n?h?  4me,nh

A energia total de um elétron numa o6rbita ¢ dada pela soma da energia cinética e da

potencial eletrostatica. Como E, = imuv? = $Ze? /Ame,r e E, = —Ze? [4me,r, temos:
1 Ze?
E—E+E, ——
+ 24me,r

substituindo agora a expressao para o raio das orbitas obtida acima, temos finalmente a
expressao para a energia dos elétrons em funcao de n:

mZ%et 1
(4me,)?2h2 n?
De acordo com o terceiro postulado de Bohr, a energia emitida na forma de radiagao

(foton) quando o elétron passa de uma orbita de energia F, para uma outra de energia
mais baixa FE,, é dada por:

E,=—

hv =F, — FE,,
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Figura 4.7: Diagrama de niveis de energia para o d4tomo de hidrogénio para diferentes
nimeros n, de acordo com o modelo de Bohr.

85



4 O Atomo de Bohr

de onde se pode obter a expressdo para o nimero de onda k = v/c:

1 \? me* 11 11
(471’60 ) Arh3c <m2 n? ) (m2 n? )

B - 1 \° met
> \dme, ) 4Amh3c
é a constante de Rydberg para um atomo de massa infinita. Levando-se em conta a

massa finita do 4tomo pode-se verificar que a expressao para o nimero de onda acima se
altera substituindo-se R, por:

onde

M
m+ M
Com os valores das constantes fisicas disponiveis na época, Bohr pode verificar que sua
previsao estava em bom acordo com o valor experimental da constante de Rydberg. Com
os valores atualmente aceitos das constantes fundamentais, a constante R calculada com o
modelo de Bohr reproduz o valor atual da constante R dentro de 1 parte em 100000!

O raio do atomo de hidrogénio pode ser obtido tomando-se o n para o estado de menor
energia:

R =Ry

Ame,h?
me

~ (.53A

Qo

O valor de a,, chamado raio de Bohr, estd em muito bom acordo com as estimativas para
o didmetro atomico ~ 1A que haviam na época.

Atomos alcalinos como o Li e o Na, podem ter seus primeiros niveis de energia dados
pelo modelo de Bohr em forma aproximada (intruduzindo-se os tais defeitos quanticos,
como mostrado na formula de Rydberg). A razao para isso s6 pode ser entendida com o
desenvolvimento posterior da teoria quantica. Esses 4tomos tém sua estrutura definida com
apenas 1 elétron apos camadas atomicas fechadas para os elétrons mais internos. Numa
primeira aproximagao, esses elétrons mais internos, que sao rigidamente ligados, podem ser
incluidos num “nicleo” com carga total igual a fe (Z protons + Z-1 elétrons) e o ltimo
elétron se move em Orbitas parecidas com a do elétron do atomo de hidrogénio.

4.4 A Experiéncia de Franck-Hertz

Embora o modelo atomico de Bohr tivesse um sucesso muito grande, dado a exatidao de
suas previsoes para os espectros atomicos, nao havia outra indicacao de que realmente os
estados de energia do atomo eram quantizados. Em uma experiéncia muito simples, reali-
zada em 1914 por James Franck e Gustav Hertz, o modelo de Bohr, ou mais precisamente
a quantizacao dos estados de energia do d4tomo foi comprovada por um processo puramente
mecanico - o espalhamento ineldstico de elétrons por atomos de mercirio. A importancia
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4.4 A Experiéncia de Franck-Hertz

desta comprovacao foi demonstrada com o prémio Nobel atribuido a Franck e Hertz alguns
anos depois (1925).

Num depoimento dado por J. Franck no inicio dos anos 60 (na biblioteca do IFUSP
h& um video com a demonstracao do experimento de Franck-Hertz onde ha também este
depoimento), ele menciona que quando realizavam o experimento nao sabiam ainda do
modelo proposto por Bohr alguns meses antes. A motivacao do experimento era determinar
a energia de ionizacdo do atomo e nao verificar a quantizacao dos niveis de energia. A
montagem experimental para o experimento de Franck-Hertz utilizada hoje em dia nos
laboratorios didaticos é vista esquematicamente na figura 4.8.

Elétrons sao emitidos pelo catodo aquecido C com energia cinética muito baixa. aplicando-
se uma diferenca de potencial V, entre o catodo e a grade G, o elétron é acelerado, tendo
sua energia cinética aumentada progressivamente até atingir o valor eV, nas proximidades
da grade. Entre a grade e a placa coletora P aplica-se uma pequena diferenca de poten-
cial retardadora AV, de modo que os elétrons devam ter, ao ultrapassar a grade G, uma
energia cinética minima (= eAV’) para poder chegar a placa P. Para pequenos valores do
potencial acelerador V,, a corrente de elétrons que chegam na placa coletora, medida pelo
amperimetro I é pequena. Isso é devido ao fato de que uma nuvem de elétrons lentos se
forma nas proximidades do catodo, pelos proprios elétrons emitidos. Essa distribuicao de
carga negativa gera um potencial elétrico que impede que outros elétrons sejam ejetados
do catodo. Ao se aumentar V,, elétrons da parte externa da nuvem sao acelerados em
diregao a grade, diminuindo assim o tamanho da nevem e permitindo que mais elétrons
sejam emitidos do catodo, de modo que a corrente medida na placa cresce a medida em
que V, aumenta.
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Figura 4.8: Diagrama esquematico do equipamento utilizado na experiéncia de Franck-
Hertz

A realizacado da experiéncia se faz com a introducao de uma gota de mercirio no interior
do tubo, no qual se faz vacuo. Aquecendo-se o tubo a temperaturas de ~ 150 C, uma
pequena fracao do mercirio fica em forma de vapor, preenchendo todo o volume do tubo.
Os elétrons agora, entre o catodo e a grade, passam a colidir com os atomos de merctrio
ao longo do caminho. No caso de colisoes elasticas, sendo o atomo de merciirio muito
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mais pesado que o elétron, praticamente nao ha perda de energia dos elétrons nas colisoes,
nao afetando portanto o niimero de elétrons que chegam por segundo a placa. Entretanto,
na presenca de vapor de mercurio, ao se aumentar o potencial acelerador para um valor
ligeiramente maior que 4.9 V, observa-se que a corrente cai bruscamente. A interpretacao
para esse fato é que os elétrons, ao atingirem a energia um pouco acima de 4.9 eV (o
que ocorre nas proximidades da grade, para V, ~ 4.9V) colidem inelasticamente com os
atomos de mercirio, cedendo praticamente toda sua energia cinética. Portanto nao tém
energia suficiente para atravessar a regiao de potencial freador e atingir a placa coletora.
A conclusao inicial de Franck e Hertz é que o atomo estava sendo ionizado. Aumentando-
se ainda mais o potencial acelerador V,, os elétrons continuariam a “ionizar” os atomos
de mercirio, mas agora sobraria energia cinética suficiente para atravessar a regiao de
potencial retardador e conseguiriam portanto chegar ao anodo. Portanto a corrente I
voltaria a aumentar.

A surpresa foi descobrir que essa nao era a energia de ionizacao do mercirio, mas sim a de
excitacao do atomo de mercirio. Realmente, a diferenca de energia de 4.9 eV corresponde
a entre o estado fundamental (estado de menor energia) e o proximo estado de energia
(primeiro estado excitado) do Hg. Elétrons com energia menor que 4.9 ¢V niao podem fazer
colisoes inelasticas pois nao ha um estado disponivel para o &tomo absorver essa quantidade
de energia. No espectro do &tomo de merciirio, h4 inimeras raias, mas a mais intensa, fonte
principal da luz emitida pelas lampadas modernas de Hg, tem comprimento de onda de
2530 A, bem conhecido na época. Utilizando-se a relagdo de Einstein, F = hc/A = 4.9
eV para esta raia do Hg. Franck e Hertz colocaram ainda o tubo com vapor de Hg, com
potencial acelerador V, = 4.9 V num espectrometro e observaram que o espectro continha
somente uma raia, a de 2530 A. A relacao entre os estados de energia quantizados e as
raias dos espectros atomicos estava definitivamente comprovada.

Na experiéncia de Franck-Hertz, se aumentarmos mais a tensao, como vimos a corrente
recomeca a subir. Entretanto, quando V,, ~ 10V, ela comeca a cair novamente. Os elétrons,
saindo do catodo, ganham, em algum ponto entre o catodo e a grade, energia maior que 4.9
eV, suficiente para poder fazer uma colisao ineléstica, transferindo 4.9 eV de sua energia
para o atomo de Hg. Continuam entao sendo acelerados e quanto chegam as proximidades
da grade, tém novamente energia cinética ligeiramente superior a 4.9 eV e colidindo no-
vamente inelasticamente, a energia restante nao é suficiente para atravessar a barreira de
potencial, e a corrente cai novamente. Isso se repete cada vez que a tensao de aceleracao
é ligeiramente maior que um multiplo de 4.9 V, conforme visto na figura 5.9.

Ha4 dois fatos curiosos sobre a experiéncia de Franck-Hertz. Nos tubos de Franck-Hertz
modernos, fabricados comercialmente para uso em laboratoérios didéaticos, as dimensoes do
tubo sao bem menores que as do tubo original, construido por Franck e Hertz. Nestes, a
pressao de operacao do vapor de Hg é bem maior que a do tubo original. Nessa condicao de
pressao, a probabilidade de colisao elastica de elétrons lentos com atomos de Hg ¢ enorme
e 0 gés se torna “opaco” para esses elétrons, com energia ~. 0.5 eV. Com isso, elétrons com
baixa energia proximos a grade, nao conseguem chegar a placa, mesmo que a diferenca de
potencial entre G e P seja aceleradora. Esse fato sobre as colisoes elasticas, desconhecido
na época, poderiam ter causado muitos problemas para Franck e Hertz comprovarem o
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Figura 4.9: Curva experimental de corrente x tensao de aceleracao no experimento de

Franck-Hertz (dados obtidos no Laboratorio de Estrutura da Matéria do
IFUSP)
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funcionamento do método (ver D.R.A. McMahon - Am. J. Phys. 51, 1086 (1983)).

Outra curiosidade se relaciona com observacoes feitas pelos alunos da disciplina Labora-
torio de Estrutura da Matéria II do IFUSP em 1988, quando este que escreve era professor
da disciplina. Neste ano, as medidas de IxV, antes feitas manualmente, foram automatiza-
das, introduzindo-se um graficador eletromecanico. Isso deu uma significativa melhoria na
qualidade (precisdo) dos dados experimentais e pudemos observar que a diferenca de tensao
entre os picos, como os da figura 4.9 nao era constante, mas aumentava, & medida em que
a tensao de aceleracao aumentava. Passamos a coletar dados de todas as equipes, para se
obter valores médios com bom significado estatistico. Estava convencido que o efeito era
devido a erro sistematico introduzido pela inércia mecanica da pena do graficador. Logo
a seguir, passamos a utilizar uma placa de digitalizagao acoplada um micro computador
(Apple IT - os primeiros a surgir na USP) e o efeito continuou, embora nao houvesse mais
o problema de inércia do sistema mecanico. Para satisfacao de todos, no mesmo més quem
que observamos este efeito, foi publicado um artigo (G.F. Hanne - Am. J. Phys. 51, 810
(1988)) onde era previsto teoricamente a ocorréncia de um efeito semelhante ao que obser-
vavamos. Uma explicagao mais detalhada para este efeito serd dada no Lab. de Estrutura
da Matéria.

4.5 Regras de Quantizacao de Wilson-Sommerfeld

O impressionante acordo entre as previsoes do modelo de Bohr e os resultados experi-
mentais determinaram o imediato sucesso do mesmo. Entretanto, do ponto de vista de
uma estrutura organizada do conhecimento como se conhecia com a mecanica e o eletro-
magnetismo, a situagao da chamada “fisica quantica” era bastante cadtica. Planck havia
postulado a quantizacao da energia de um oscilador (E = nhv), Bohr agora introduzia a
do momento angular L = nh/2m, fazendo com que as energias das 6rbitas atomicas fossem
também quantizadas, mas com uma relacao diferente daquela encontrada por Planck.

Uma ordenacao parcial desse conjunto de novas idéias aparentemente desconexas foi
introduzida em 1916, por Wilson e Sommerfeld. Entao foi enunciada o postulado que ficou
conhecido como a regra de quantizacao de Wilson-Sommerfeld:

Para qualquer sistema fisico com movimento periodico, sendo p o momento associado a
coordenada de posicao q, tem-se a relag¢ao:

%pdq = ngh

A integral acima ja era conhecida da mecéanica e é chamada integral de acdo ou sim-
plesmente acdo. As variaveis ¢ e p sao por exemplo x e p,, no caso de um oscilador
harmonico ou ¢ e L, no caso de uma particula descrevendo um movimento circular. Ve-
jamos por exemplo, o caso de um oscilador harmoénico de uma massa m sob acao de uma

forca F' = —kx. A equacdo do movimento é dada pela aplicacao da segunda lei de Newton:
d*x
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Cuja solugao z(t) é dada por:

z(t) = Asen(wt + p)

onde A é a amplitude do movimento, w = y/k/m = 27v a freqiiéncia angular e ¢ uma fase
que depende das condicoes iniciais. Por simplicidade vamos fazer ¢ = 0 no que segue. A
velocidade da massa m é dada por:

_dx
Cdt
e portanto, p, = mv, = mAw coswt. A acao correspondente pode ser entao calculada pela
exXpressao:

. = Aw cos wt

%pwdx = f(mAw cos wt) Aw cos wtdt = mA*w? ]{ cos® wtdt

observando que a energia do oscilador ¢ dada por E = 1kA? = Imw?A? e fazendo 6 = wt,
de onde df = wdt, temos:

2 A2 2w
]{Pdm — e A / cos® Odf = Eﬂ'
0

w w

utilizando entao a regra de Wilson-Sommerfeld, temos

2nE
w

=nh = FE = nhy,

que é a relacao de Planck.

Analogamente podemos obter a relagao de Bohr. Um elétron descrevendo um movimento
circular e uniforme como no modelo de Bohr tem momento angular constante L = mur.
A coordenada associada a esse momento é o angulo de rotacao ¢:

h
de@zL%d(pzZﬂL:nh = L:n2—:nh
™

Essas regras de quantizacao propiciaram por exemplo a obtencao, pelo préprio Som-
merfeld, da chamada constante de estrutura fina para os espectros atomicos. Espectros
atomicos de alta resolugao mostravam que algumas linhas eram na verdade duplas ou tri-
plas, detalhes que sao conhecidos como estrutura fina dos espectros. Sommerfeld admitiu
a possibilidade de orbitas elipticas de diferentes excentricidades. Utilizando expressoes
relativisticas, uma vez que em o6rbitas de alta excentricidades os elétrons tém velocidades
muito maiores ao passar proximo ao nicleo, Sommerfeld obteve para a chamada constante
de estrutura fina:

1 e 1
o = -V
dme, he 137

(Nota: Recentemente, observagoes de detalhes de espectros atomicos produzidos por

galaxias distantes, mostraram uma constante de estrutura fina ligeiramente diferente da
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que conhecemos, indicando que as constantes fundamentais, como ¢,, ¢, h, ¢, podem variar
no tempo. Esses resultados precisam ainda ser confirmados).

Embora a regra de quantizacdo de Wilson-Sommerfeld fosse ainda muito limitada (s6 é
valida para sistemas com movimento periodico), foi um avango na compreensao dos sistemas
fisicos de pequenas dimensoes. Elas também nao explicavam a razao da falha de parte da
teoria classica ou o sucesso de outras partes (por que, por exemplo no modelo de Bohr a lei
de forgas de Coulomb era vélida, enquanto que as de radiagdo nao o eram?). Uma relacdo
entre os resultados cléssicos e os da teoria quantica foi ainda introduzida por Bohr, por volta
de 1923, segundo a qual “As previsoes da teoria quintica devem corresponder aos resultados
das teorias cldssicas no limite de grandes niumeros qudnticos”, conhecido como Principio
de Correspondéncia. Vejamos por exemplo o caso do atomo de hidrogénio. A freqiiéncia de
radiacao classica para o elétron em movimento circular é igual & sua freqiiéncia de rotagao
v, = v/2mr. Das expressoes que obtivemos anteriormente para v e r, temos:

1 e? n2h?
v = — e r=4dne,——
4dme, nh

me?

de onde se obtém:

me? 1
(47’[’60)2 2mwh3n3

Vo, =

A freqiiéncia prevista pela teoria quantica é dada pela diferenca de energia entre os estados
En [§] En_li

me? ( 1 1 )
) = ——— - I
(4me,)* 2h2h \n?  (n —1)°

_ me! ( 2n — 1 )
(4me,)” 4mh3 \n2 (n — 1)
Para n > 1 (limn — 00) essa expressao fica:

me* 1

ve————
(47e,)? 2mh3 N

como no caso cléssico.

O conjunto de conhecimentos sobre a teoria quantica desde os postulados de Planck
até o principio de correspondéncia de Bohr é o que chamamos hoje de a “Velha Mecéanica
Quantica”. Veremos no proximo capitulo como as novas idéias introduzidas por Luis De
Broglie desencadearam o desenvolvimento de uma teoria completa, a Mecanica Quéantica
ou Mecanica Ondulatoria.
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4.6 Exercicios

1.- Um feixe fino de particulas o de energia 4.8 MeV incide normalmente num alvo de
Cu de 10~* c¢m de espessura. A intensidade do feixe é de 10° particulas por segundo e
a densidade do Cu ¢ 8.9 g/em3. Quantas cintilagdes por segundo serdao produzidas pelas
particulas espalhadas numa tela fluorescente de 2x2 mm, colocada a 5 cm do centro do
alvo e numa dire¢ao fazendo um angulo de 60° com a do feixe incidente? (Este foi um dos
casos estudados por Geiger e Marsden).

2.- Uma bola de raio desprezivel colide elasticamente com uma esfera rigida de raio R,
sofrendo uma deflexao de angulo € com a direcao de incidéncia. Sabe-se que em relagao a
normal no ponto de colisdo, o angulo de incidéncia é igual ao de emergéncia. a) Mostre que
o parametro de impacto b e angulo de espalhamento estao relacionados por b = R cos(0/2).
b) Qual a se¢ao de choque para espalhamento em angulos maiores que 67 ¢) Qual a se¢ao
de choque total?

3.- Mostre que o ntimero de particulas espalhadas em um angulo © ou maior no espa-
lhamento Rutherford é dado por:

1\? 2Ze2\?
N(©) = (47T€o> mlpt (MUQ) cot“(©/2)

4.- A fracao de protons com 6 MeV espalhados por uma folha de Au, cuja densidade é
19.3 g/cm?, em angulos maiores que 60° é igual a 2-107°. Calcule a espessura da folha de
Au, usando os resultados do problema anterior.

5.- Usando a formula de Bohr, calcule os trés maiores comprimentos de onda da série de
Balmer. Entre que limites de comprimento de onda esta a série de Balmer?

6.- Calcule o menor comprimento de onda da série de Lyman e o da série de Paschen.

7.- Utilizando o modelo de Bohr para o atomo de hidrogénio, mostre que durante a
transicao do estado n para o estado n-1, a freqiiéncia da luz emitida é dada por:

B 2m?mke? 2n — 1
v h3 n?(n —1)2

8.- A partir do resultado acima, mostre que quando n tende ao infinito, a expressdo
varia com 1/n? e se reduz a freqiiéncia classica emitida (sugestdo: obtenha classicamente
a freqiiéncia de revoluc¢ao do elétron numa orbita circular).

9.- Mostre que no estado fundamental do atomo de hidrogénio, a velocidade do elétron
pode ser escrita como v = ac onde a = (1/4we,)e*/hic ~ 1/137 ¢ a constante de estrutura
fina.

10.- Usando o modelo de Bohr, calcule a energia necessaria para remover o elétron
restante em um atomo de He ionizado.

11.- Mostre que a freqiiéncia de revolucao de um elétron no modelo de Bohr para o 4tomo
de hidrogénio é dada por v = 2|E|/hn, onde E ¢é a energia total do elétron.

12.- Observa-se que particulas o com energia cinética 13,9 MeV ou maior, incidindo em
folhas de cobre nio obdecem a lei de Rutherford (~ 1/sin*#/2). Estime o tamanho do
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nicleo de Cu a partir dessa observacao, supondo que o niicleo de Cu permanece fixo na
colisdo com as particulas . 621071° m

13.- Calcule os comprimentos de onda das trés primeiras raias da série de Lyman do
atomo de hidrogénio.

14.- a) Construa o diagrama de niveis de energia para o fon Het (Z=2). b) Qual a
energia de ionizagao para o He™?

a) B, = —54,4/n? éV b) 54,4 eV

15.- Qual o raio da primeira orbita de Bohr para a) He™, b) Li*T e ¢) Be3*?

THet+ = 0,0265 nm, rp,2+ = 0,0177 nm, rg.s+ = 0,0132 nm

16.- a) Calcule o maior e menor comprimento de onda para a série de Paschen. b)
Determine as energias dos fétons correspondentes.

a) Apar = 1874 nm Ay, =820 nm b) E,in =0,663 €V Eer = 1,52 €V

17.- Um &tomo de hidrogénio esté em seu estado fundamental (n=1). Usando o modelo
de Bohr para o atomo, calcule a) o raio da orbita, b) o momento linear do elétron, c)o
momento angular do elétron d) a energia cinética, ¢) a energia potencial e f) a energia
total.

a) 0,0529 eV b) 1,992107%* kg.m/s ¢) 1,0521073* kg.m2/s= h

d) 13,6 eV e) -27,2 eV f) -13,6 eV

18.- Um elétron inicialmente no estado n=3 de um atomo de massa M com 1 elétron
em repouso, faz transi¢ao para o estado fundamental n=1. a) Mostre que a velocidade de
recuo do atomo devida a emissao do foton é dada aproximadamente por v=8hR/9M, onde
R é a constante de Rydeberg. b) Calcule a porcentagem da energia de transi¢ao 3->1 que
é carregada ntcleo de deutério em recuo.

b) 3,221078%

19.- Um elétron com energia menor que 100 eV colide frontalmente (e elasticamente) com
um atomo de Hg em repouso. a) Se o elétron inverte sua dire¢do de movimento, mostre
que o elétron perde apenas uma pequena fracao de sua energia cinética inicial, dada por:
AE./E. = 4M/[m(1 + M/m)?]

onde m é a massa do elétron, M a do Hg. b) Usando os valores conhecidos de m e M,
mostre que AE./E. ~ 4m/M.

20.- Calcule o parametro de impacto para o espalhamento de uma particula o (E=7,7
MeV) por ouro em um angulo de a) 1°e b) 90°.

a) 1,69-107?m b) 1,48-107m

21.- Um feixe de particulas o de 8 MeV é espalhado por uma folha fina de ouro. Qual a
razao entre o nimero de particulas « espalhadas a 1° e o nimero das espalhadas em angulo
maior que 2°7

22.- Para alvos de aluminio (Z=13) e ouro (Z2=79), qual a razao de particulas « espa-
lhadas em um angulo qualquer, para um dado ntimero de particulas incidentes?

36,2

23.- Em um experimento feito espalhando-se particulas o de 5,5 MeV em uma folha fina
de ouro, estudantes encontraram que 10000 particulas « sao espalhadas em um angulo
maior que 50°. a) quantas particulas « serdo espalhadas em angulo maior que 9007 b)
quantas serao espalhadas entre 70° e 80°7
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a) 2170 b) 1347

24.- Estudantes querem fazer um experimento usando uma fonte muito forte de particulas
a de 5,5 MeV que serao espalhadas por uma folha fina de ouro. Eles querem conseguir
uma taxa de de 1 particula/s a 50°, mas o detector que utilizam ¢é limitado a uma taxa
méaxima de 2000 particula/s. O detetor empregado subentende um pequeno angulo solido.
O sistema de medidas podera ser empregado para medir a taxa a 6° sem modificacao?

25.- Os raios nucleares do aluminio e ouro sao aproximadamente r—3,6 fm e 7,0 fm
respectivamente. Os raios do proton e da particula a sao respectivamente 1,3 fm e 2,6 fm.
a) Que energia de particula « seria necesséario para que as superficies nucleares se toquem
em uma colisao frontal? b) Qual a energia no caso de protons? ( calcular para aluminio e
ouro)

a) Al: 6,04 MeV, Au: 23,7 MeV b) Al: 3,82 MeV, Au: 13,7 MeV

26.- Calcule a velocidade e a aceleracao radial para um elétron no atomo de hidrogénio.
Faca o mesmo para um atomo de Li™™.

27.- Calcule o momento angular em kg.m /s para a érbita eletronica de menor energia no
atomo de hidrogénio.

28.- Use os valores conhecidos de ¢,, h, m, e e calcule as seguintes quantidades (com 4
algarismos significativos): he, e?/4me, (em eV.nm), mc?(keV), a, (em nm) e E, (em eV).

1239,8 eV.nm, 1,4400 eV.nm, 511,00 keV 5,2918210 *nm, 13,606 eV

29.- Um atomo de hidrogénio em um estado excitado absorve um f6ton de comprimento
de onda 434 nm. Qual o estado inicial e final do atomo?

n=2 e n=>

30.- Qual é a energia de ligagao calculada para o elétron no estado fundamental do a)
deutério? b) He™? ¢) Bett*?

a) 13,6 eV b)54,4 eV ¢) 218 eV

31.- Um atomo de hidrogénio existe em um estado excitado por um intervalo de tempo
da ordem de 1078s. Quantas revolucoes faz o elétron no estado n=3 antes de decair?

2,44210°

32.- Um &4tomo muodnico consiste de um mion (mc? = 106 MeV, carga = -e) no lugar do
elétron. Para o mion no atomo de hidrogénio, calcule: a) o menor raio. b) A energia de
ligagao do estado fundamental. ¢) O comprimento de onda limite para as trés primeiras
séries espectrais.

a) 2,8421073m b) 2535 €V ¢) 0,49 nm, 1,96 nm, 4,40 nm
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5 Propriedades Ondulatdérias da
Matéria

5.1 Postulados de de Broglie

Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987) foi um principe francés com formagao
basica em historia. Por volta de 1911, incentivado principalmente por discussoes com
seu irmao Maurice - fisico - a respeito das novas idéias emergentes na fisica, como as de
Plank e de Einstein para o féton, Louis de Broglie iniciou seus estudos em fisica. Logo
o teve que interromper, por causa da I Guerra Mundial, quando serviu, de 1914 a 1918
na divisao de telegrafia do exército francés. Apos a guerra reiniciou seus estudos e em
1924 apresentou sua tese para obtencao do titulo de Doutor, intitulada “Pesquisas sobre a
Teoria dos QQuanta’, onde introduziu idéias ainda mais fantasticas para as propriedades dos
sistemas microscopicos. Essas novas idéias foram fundamentais para o desenvolvimento,
dois anos depois, de uma teoria mais formal, chamada mecanica ondulatéria ou mecanica
quantica.

A hipotese basica de de Broglie se relaciona com uma simetria que poderia estar implicita
nas propriedades de dualidade introduzidas por Planck e principalmente por Einstein para
a radiacao eletromagnética. Neste caso, a luz, que apresenta propriedades claras de ondas
(produzindo fenomenos como difracao e interferéncia) tinha também propriedades que s6
poderiam ser interpretadas se ela fosse tratada como um conjunto de corptsculos, os fétons.
As relagdes entre as propriedades ondulatérias da luz (freqiiéncia, comprimento de onda)
com as de corptsculos (energia, momento linear) sdo dadas pelas relagoes bem conhecidas,
introduzidas por Einstein:

h
E = hv; p:X

Louis de Broglie postulou que por uma questao de simetria, a matéria, que tem ca-
racteristicas basicas de corptusculos, deveria também apresentar, em certas circunstancias,
caracteristicas ondulatorias. As relacdes que permitem obter a freqiiéncia e o comprimento
de onda associados a uma particula sao dadas pelas chamadas relacoes de de Broglie:

De Broglie utilizou, nas aplicagoes dessas formulas, expressoes relativisticas para a ener-
gia e 0 momento da particula. Aqui entretanto, utilizaremos expressoes cléssicas, o que
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5 Propriedades Ondulatorias da Matéria

nao altera o espirito das conclusdes. Embora nao existisse, até o momento da apresentacao
dessas idéias, nenhuma evidéncia de comportamento ondulatério da matéria, as idéias de
de Broglie tiveram rapida divulgacao pelos novos e inéditos conceitos introduzidos. Em seu
trabalho original, de Broglie, apresentando evidéncias de suas idéias, aplicou os conceitos
acima no modelo de Bohr para o 4&tomo de hidrogénio. Notou que a condigao de Bohr para
a quantizagao do momento angular, utilizada agora com as novas idéias, correspondiam a
condicao de ondas estacionarias para as orbitas eletronicas:

h
mvr:nh:n—
21

h h
27r7":n—:n—
muv P

usando p = h/\ e S = 27r para o perimetro da 6rbita, temos a relagao:

nA=.5

que é a condicao para uma onda estacioaria, como visto na figura 5.1.

Figura 5.1: Visualizagdo do elétron como uma onda estacionéria, no &tomo de hidrogénio.

Utilizando as relacoes de de Broglie, podemos calcular o comprimento de onda associado
a um elétron com energia E. Supondo a energia nao muito grande, de modo que nao
precisamos utilizar as relagoes relativisticas, temos:

h h
)\ = - = —
p 2mE
Para E=100 ¢V, por exemplo, temos A = 1.2A. Vemos portanto que elétrons de baixa
energia tém comprimento de onda parecidos com o de raios-X tipicos. Isso sugere que as

98



5.1 Postulados de de Broglie

propriedades ondulatérias dos elétrons possam ser observadas em situagoes semelhantes
aquelas em que os efeitos de difracao e interferéncia foram observados com uso de raios-X,
ou seja em cristais. Alguns anos depois, em 1927, essas idéias foram confirmadas em expe-
rimentos realizados independentemente por Davisson e Germer nos Estados Unidos e por
G. Thomson na Escocia. Fazendo um feixe de elétrons acelerados incidir num mono cristal
como visto na figura 5.2, observa-se uma distribuicao angular dos elétrons espalhados. Essa
distribuicao, mostrada na figura 5.2, s6 pode ser interpretada se pensarmos num processo
de difracao de Bragg, como a observada para raios-X (ver figura 3.3).

F

Feixe
incidente

Feixe
espalhado

Figura 5.2: Diagrama esquemaético do equipamento utilizado por Davisson e Germer para
estudo da difracao de um feixe de elétrons por um cristal.

Outro processo de difracao ja utilizado na época com raios-X, a chamada difracao de
Debye-Scherrer, onde um feixe de raios-X incide numa folha fina de um material policrista-
lino. Observa-se entao a imagem formada pela difracao em um filme fotografico colocado
em angulos dianteiros, conforme se vé na figura 5.3. A mesma experiéncia pode ser repe-
tida utilizando-se um feixe de elétrons ao invés de raios-X, observando-se o mesmo tipo de
padrao, conforme visto na figura 5.3. Experimento semelhante foi realizado por George P.
Thomson, que juntamente com Clinton J. Davisson recebeu o prémio Nobel de fisica em
1937, por essas descobertas (interessante notar que o pai de G. Thomson, J.J. Thomson,
havia ganho o prémio Nobel de 1906 por ter descoberto o elétron, caracterizado como uma
particula, enquanto que o filho o ganhou por mostrar que o elétron é uma ondal!).

Posteriormente foram realizados outros experimentos, com feixes, de protons, néutrons
e mesmo atomos, todos apresentando o mesmo fenomeno de difracao, mostrando que as
relacoes de de Broglie sao universais.
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Chapa
fotoprfica

Feixe incidentc

e
de raios X ow elétrans

Fiirme
crista lirpes

Figura 5.3: Difracao de um feixe de elétrons por uma folha fina de Au (direita) comparado
com a difragao produzida por raios-X (esquerda).
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5.2 Propriedades Gerais das Ondas

Antes de prosseguir com as conseqiiéncias dos postulados de de Broglie, vamos recordar
algumas propriedades gerais das ondas, que serao de grande utilidade no desenvolvimento
posterior da teoria quantica.

Ondas sao entidades bastante conhecidas de todos. Talvez a imagem mais familiar seja a
das ondas produzidas apos se lancar uma pedra num lago de dguas calmas. A propagacgao
de um pulso em uma corda esticada ¢ um outro exemplo onde podemos visualizar algumas
caracteristicas das ondas. Outros tipos de ondas sao menos evidentes do ponto de vista
sensorial, como as ondas sonoras e as eletromagnéticas. Uma caracteristica fundamental
das ondas é que elas podem transportar energia de um ponto a outro, sem que haja no
entanto transporte de matéria. Ondas eletromagnéticas, por exemplo, nao necessitam
nem de um meio material para sua propagacao, como ¢ o caso dos outros tipos de onda
mencionados acima. Uma onda (vamos nos limitar a descrever ondas em uma dimensio)
é descrita por uma fun¢ao chamada funcao de onda, V(z,t), que é solucao da equagdo de
onda:

0* 1 0?0

dx? w2 o
onde v é chamada velocidade de fase da onda. A equacao acima pode ser obtida aplicando-
se as leis de Newton a um segmento de corda esticado no qual se produziu um pulso
(v=1+/T/ponde T é a tensdo na corda e u a densidade linear). Analogamente, utilizando-
se as leis dos gases juntamente com a segunda lei de Newton, obtém-se equagao idéntica
para as ondas sonoras (ondas de pressao) em um meio gasoso (com v = \/yRT /M, onde
V= Cp/cy). A partir das equacoes de Maxwell também se obtém equacio como a mostrada
acima, com v = ¢/n onde ¢ = 1/,/Jio€, ¢ a velocidade da luz no vacuo e n o indice de
refracao do meio.

Pode-se mostrar que qualquer funcao que dependa de z e ¢ somente pela combinacao
x £ vt é sempre uma solucao da equacao de onda. Consideremos para isso uma funcao
f(z +vt) = f(p). Temos as seguintes relagoes:

of dfdp df Of dfdp  df
9r  dpdx dp Ot dpot | dp

e para as derivadas segundas:

rp ()2

@_dgo ox ) 0x  dy?
Pf _d (0f\0p _ Hd'f
o2 dp \ot) ot  dye?

e portanto,

i82f B d2f B 82f
v2 012 dg?  Ox?
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Figura 5.4: Pulso de onda em uma corda esticada.

A figura 5.4 mostra um pulso em uma corda em dois instantes de tempo consecutivos,
t=0s e t=1s. A funcao de onda descrevendo o pulso e dada por:

Flat) = Ae F @t — 1 ge= (@50

Portanto, em t=0 a curva corresponde a uma gaussiana centrada em z=0 e em t=1
a uma outra de mesmas caracteristicas, mas com centréide em z=5 m. Portanto, vé-se
claramente, que uma funcao de x—uvt corresponde a uma onda propagando-se para a direita.
Analogamente pode-se verificar que uma funcao com argumento x 4 vt corresponde a uma
onda se propagando para a esquerda.

Uma solucao simples e muito importante para a equacao de onda ¢ a chamada onda
harmonica:

U (z,t) = Acosk(z — vt) ou Asink(z — vt)
onde k = 27 /X é o numero de onda e kv = w . Expressoes equivalentes sao:

t
U(z,t) = Acos(kx — wt) = Acos 2ﬂ(§ _ T)

onde kv = w é a freqiiéncia angular e T' = 27/w = 1/v é o periodo da onda. Muitas
vezes, por facilidade de calculo, se descreve uma onda harmonica, também chamada onda
plana, pela funcao exponencial complexa:

\Ij(m,t) — Aeii(k:pfwt)
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Embora esta funcao nao possa ser uma solucao fisica para ondas por ser uma funcao
complexa, solucoes reais podem ser obtidas tomando-se a parte real ou a parte imaginaria
da funcao, bem como combinacoes lineares, utilizando-se as relagoes:

e = cosf + isinf

il 4 =it ol _ p—if
cos) = ——:; sinfl = ——
2 21

Ondas harmonicas sao coisas um tanto artificiais, pois se estendem por todo o espaco
e todo o tempo. Entretanto, em muitos casos podemos descrever uma onda pela funcao
harmonica em um intervalo finito de espaco e tempo e por outras funcoes fora desse in-
tervalo. As ondas harménicas tém ainda grande importancia na descricdo do movimento
ondulatoério, uma vez que qualquer tipo de onda pode ser sempre escrita em termos da
soma de diferentes ondas harmoénicas (o que é conhecido como andlise de Fourier).

Uma propriedade muito importante da equacao de onda é ser uma equacao linear (ou
seja todos os termos que contém a funcdo de onda estao elevados a poténcia 1). Com
isso, se Wy e Wy sdo solugoes da equacdo de onda entdo uma combinacao linear W(x,t) =
AV (z,t) + BYy(z,t) também ¢ uma solucio. Esta caracteristica ¢ também chamada
principio de superposicao de ondas e é o que garante que a analise de Fourier seja possivel.
Um caso interessante corresponde a superposicao de duas ondas harmonicas com mesma
freqiiéncia, amplitude e fase, mas se propagando em diregoes opostas:

U, = Asin(kr — wt)

U, = Asin(kz + wt)

Figura 5.5: Ondas estacionarias em uma corda de comprimento L.

Lembrando que sin(a + b) = sina cosb %+ cos a sin b, temos:
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U(x,t) =W + ¥y = A(sin(kx — wt) + sin(kz + wt))

e portanto temos para a onda resultante:

U(z,t) = 2Asin kx cos wt

O resultado, o produto de uma funcao somente de z por outra somente de ¢, nao é uma
onda que se propaga nem para esquerda nem para a direita, correspondendo a uma onda
estactondria. Na figura 5.5 vemos exemplos de ondas estacionarias em uma corda. Como
a corda estd fixa em ambas as extremidades, a amplitude de onda deve ser sempre nula
nesses pontos em qualquer instante de tempo. Portanto, fazendo sin kx = 0 para z=0 e
z=L, temos a condicdo para ondas estacionarias na corda:A

kL:mrouL:n§

Um outro caso simples de superposicao de ondas corresponde & de duas ondas harmonicas
de freqiiéncias ligeiramente diferentes, mesma amplitude e fase, e caminhando no mesmo
sentido:

Uy = Acos(kix — wit); Wy = Acos(kexr — wot)
observando-se que temos a seguinte identidade:

_k1+k2_k2—k1_E__k
2 2 2

e expressoes semelhantes, para ks, w1 e wo. Aplicando estas relacoes na expressao para a
funcio de onda temos (usando a relagdo cosa + cosb = 2cos 3(a + b) cos 2 (a — b)):

ki

1 _
U(z,t) =V, + Wy = 2Acos 5 (Akz — Awt) cos (kz — wt)

A forma de onda resultante é vista na figura 5.6. Uma onda de ntimero de onda e
freqiiéncia k,w tem amplitude 24 cos 1 ((Akz — Awt)), e é vista como um envoltério na
figura, correspondendo a uma “amplitude modulada”.

O envoltorio, ou modulacao tem uma velocidade dada por:

1 1 Aw 1

onde vy = Aw/Ak é chamada velocidade de grupo. Tomando agora o limite de ko — k; e
wy — W1, a superposi¢ao agora corresponde a uma onda harmonica e a velocidade de grupo
é v, = dw/dk. Pode-se mostrar que em qualquer tipo de onda, a energia é transportada
com a velocidade de grupo. Em muitos casos, a velocidade de fase, vy = w/k é constante,
nao dependendo do nimero de onda. Nesses casos, dw/dk = w/k e a velocidade de fase é
igual & velocidade de grupo. Quando uma onda se propaga em um meio onde a velocidade
de fase depende do comprimento de onda da radiacdao, o meio é chamado dispersivo e a
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velocidade de grupo é diferente da de fase. No caso das ondas de matéria de de Broglie,
com E = hv = hw e p = h/\ = hk e usando a relagao E = p?/2m, temos para a velocidade
de fase:

w hk p v

Ve = — = —_ e = —
7% 2m 2m 2
Portanto a velocidade de fase nao corresponde a velocidade da particula. Entretanto, a
velocidade de grupo é dada por:

dw d(th)_hk_p_
dk  dkom’ " m  om

o que corresponde, portanto & velocidade da particula.

faj

fé)

Figura 5.6: Superposicao de duas ondas harmonicas, com comprimento de onda e freqiién-
cias ligeiramente diferentes

Para descrever uma particula localizada no espaco, devemos construir, por superposicao,
um “pacote” de ondas, cuja amplitude seja nao nula apenas numa pequena regiao do espaco,
como no caso de um pulso em uma corda. O exemplo anterior, com a superposi¢ao de
apenas duas ondas, esta longe de satisfazer as condi¢oes acima, mas mostra que se obteve
alguma localizagao. Podemos dizer que temos algo localizado a cada meio comprimento de
onda da envoltéria. A incerteza Ax nesta localizacao corresponde a distancia entre dois
nulos consecutivos do envoltério. Para um dado instante de tempo, a distancia entre dois
nulos consecutivos sera:

1 1
5 (Akzy — Awt) — 5 (Akzy — Awt) =
ou

Ak(zy — 1) = AkAz =27
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De maneira anédloga, podemos pensar na localizacao temporal como o intervalo de tempo
entre dois nulos consecutivos do envoltério, para um dado valor de x, obtendo-se:

AwAt =27

Essas relagoes mostram que quanto mais conseguirmos localizar a particula no espaco
(menor o Ax), maior sera o intervalo de nimeros de onda (ou comprimentos de onda)
utilizados para a construcao do pacote. De maneira analoga, a relacao entre as freqiiéncias
e o tempo. Para construir um pacote de ondas realmente localizado, como o pulso gaussiano
da figura 5.3, devemos somar um numero infinito de ondas, com nimeros de onda variando
continuamente. O procedimento matemaético utilizado para isso é chamado transformada
de Fourier, ou analise de Fourier. Por exemplo, se a fungao que descreve o pulso é (para
um dado instante de tempo):

flz) = Fye~ /20 = / A(k)e ™ dk

pode-se mostrar que na superposicao deve ser usado um conjunto de ondas harmonicas
cujos nimeros de onda variam continuamente e cada uma tem amplitude (A(k)) também
dada por uma funcao gaussiana:

A(k) = Age~kke)*/20

Quanto mais localizado for o pacote (menor o valor de 0, ), mais ampla sera a distribuicao
de k utilizada (o}, sera grande), conforme visto na figura 5.7. Da analise de Fourier, pode-se
obter a seguinte relacao entre os sigmas:

1
0.0 = 5
(note que esta relagio ¢ andloga a que encontramos entre Az e Ak para o caso simples que

estudamos).

Utilizando ainda a andlise de Fourier, pode-se mostrar que para qualquer outra forma do
pacote (triangular, retangular, trapezoidal, etc.), o produto da largura espacial do pacote
pela largura da distribuicao de nlimeros de onda utilizada é sempre maior que aquela obtida
para o pacote gaussiano. Chamando de Ax e Ak as larguras do pacote e da distribuicao
de k utilizada temos entao, de uma maneira geral:

Az Ak >

N | —

e analogamente para w e t:

AwAt > 1
2

Na éptica, essas relagoes sao chamadas relacoes de dispersao.
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L

Figura 5.7: Relacao entre a largura Az de um pacote de ondas e a correspondente largura
da distribuicao de nimeros de onda Ak utilizado na construcao do pacote.
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5.3 O Principio de Incerteza

Vimos na secao anterior que, das propriedades usuais das ondas, tentar localizar uma onda
no espaco ou no tempo, implica em termos uma distribuicao larga em valores de ntimero
de onda e de freqiiéncias, respectivamente (relagoes de dispersao). Com a teoria de de
Broglie vemos uma caracteristica muito interessante do comportamento das particulas.
Multiplicando as relacoes acima por h, temos:

AxAp >

AFEAt >

oS NSt

Essas relagoes sao conhecidas na mecanica quantica como o principio de incerteza e foram
enunciados pela primeira vez em 1927 pelo fisico alemao Werner Heisenberg. Elas repre-
sentam uma limitacao teérica a precisao com que podemos determinar simultaneamente a
posicao e o momento de uma particula, ou a energia e o tempo. Quanto mais precisamente
determinamos a posicao, por exemplo, mais incerto serd o momento da particula. Como
vimos acima, este principio se origina do comportamento ondulatério das particulas. Vista
de uma outra maneira, essas relagoes estao ligadas ao fato de que nao podemos observar
uma particula sem interferir na mesma. Por exemplo, quando olhamos um pequeno objeto
no microscéopio, devemos ilumina-lo. A colisao dos fétons com o objeto altera portanto o
momento do objeto (espalhamento Compton). Sabemos ainda que se quisermos observar
um objeto muito pequeno, devemos utilizar luz de comprimento de onda muito menor que
as dimensoes do objeto, caso contrario a difracao sera apreciavel e a imagem nao terd uma
boa definicao. Portanto, quanto menor o objeto, maior a interferéncia ao se determinar a
posicao, e nao ha como diminuir arbitrariamente essa interferéncia.

Vamos tentar observar (hipoteticamente) um elétron num microscopio, iluminando-o
com um tnico f6ton. Num microscopio em que a abertura angular da objetiva é 6 e a luz
utilizada tem comprimento de onda A, pode-se mostrar que devido a difracao, a menor
distancia que pode ser determinada é

A
~ 2sind

Podemos considerar este Az como sendo a incerteza na determinacao da posicao do
elétron. Suponha o féton incidindo na horizontal, como mostra o diagrama da figura
5.8. Apo6s o espalhamento Compton, iremos observar o féton se ele for espalhado em
qualquer angulo, dentro do campo de visao ¢ do microscopio (na ocular, o foton chegaré no
ponto focal e ndo saberemos que dire¢ao tomou). Sendo p o momento do féton espalhado
(e aproximadamente igual ao do foton incidente, se a energia do foton nao for muito
grande), o componente horizontal de p podera ter qualquer valor entre 0 e psinf. Assim,
o componente z do momento transferido ao elétron terd uma incerteza da mesma ordem
(a incerteza pode ser maior, se o0 momento do elétron antes de interagir com o foton, ja
tiver alguma incerteza). Portanto:

Az
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Figura 5.8: Diagrama esquematico de um microscopico onde tenta-se observar um elétron
iluminado por um tnico foéton.
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Esta anélise mostra que o principio de incerteza é uma imposicao intrinseca da natureza
e nao uma limitacao imposta pela nossa incapacidade de medir coisas como a posicao do
elétron.

5.4 Interferéncia Em um Sistema de Duas Fendas

O sistema de duas fendas é muito bem conhecido da fisica ondulatoéria tradicional. Vamos
considerar um sistema simples, com ondas em um tanque de d4gua. Um pequeno objeto
(fonte de ondas) é balangado periodicamente para cima e para baixo, produzindo ondas
circulares na superficie do tanque. A uma certa distancia da fonte, temos na agua uma
parede com duas fendas verticais (duas portas). A seguir, as ondas que passam pelas duas
fendas (produzindo por difragdo duas novas fontes de ondas circulares) sdo absorvidas
num anteparo, evitando a producao de outras ondas por reflexdes. Proximo ao anteparo
absorvedor temos um medidor de intensidade de onda, cuja indicagao é proporcional ao
quadrado da amplitude das oscilacoes em uma dada posi¢ao. O detector pode ser deslocado
ao longo da posicao vertical da figura, de modo que podemos medir a intensidade das ondas
como funcao da posicao x. Deslocando-se entao o detector, percebemos que a intensidade
varia continuamente com a posicao, tendo varios pontos de maximo e de minimo, conforme
visto na curva ;5 da parte c¢) da figura 5.9. Essa é a figura tipica para a interferéncia
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das ondas originadas das fendas 1 e 2 da parede no tanque. Se obstruirmos uma das
fendas e medirmos a nova distribuicao de intensidades, vamos observar um padrao diferente,
representado pelas curvas I; ou I na parte b) da figura, correspondentes ao fechamento das
fendas 2 e 1 respectivamente. O padrao de interferéncia I;5 claramente nao corresponde
a soma dos padroes I; e Iy, sendo caracteristico de um fenomeno ondulatorio. Ondas
originadas nas fendas 1 e 2 que chegam em fase numa dada posicao do medidor se somam
(interferéncia construtiva) produzindo um méximo e nas posi¢oes em que chegam com
oposicao de fase interferem destrutivamente, produzindo um minimo de intensidade.
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Figura 5.9: Interferécia: ondas de 4gua em um tanque.

Agora vamos imaginar um experimento semelhante, onde elétrons produzidos em um
canhao eletronico sao acelerados em direcao a uma placa metélica com duas fendas, como
mostrado na figura 5.10. Apdés as fendas, como no caso do tanque com agua, temos aqui
um detector de elétrons, podendo ser, por exemplo, um contador Geiger. Esse detector
pode estar conectado a um sistema ligado a um alto-falante, produzindo um som (um
clique), cada vez que um elétron é detectado. Suponhamos que a intensidade do feixe de
elétrons produzido seja pequena o suficiente para que haja, em média, um intervalo de
tempo relativamente grande entre um elétron e o consecutivo no feixe (maior que ~ 1 s).

A primeira coisa que observamos é que numa dada posicao do detector, ouve-se uma
sucessao de cliques mais ou menos aleatoreamente distribuidos no tempo. Entretanto, se
contarmos o numero de cliques num intervalo de tempo relativamente longo (dezenas de
minutos), o nimero médio de cliques por unidade de tempo serd constante. Também,
se colocarmos dois detectores em duas posicoes diferentes, nunca se ouvird dois cliques
simultaneos (exceto, cliques que chegam muito proximos em tempo e que nosso sistema
auditivo nao consegue separar, mas que poderiam ser separados com um sistema eletronico
mais sensivel). Verificamos ainda que os sinais nos detectores ocorrem em “graos”. Todos
os cliques sao exatamente idénticos, de mesmo tamanho.

Como no experimento com ondas no tanque d’agua, podemos perguntar agora - qual a
distribuicao de intensidade (nimero/unidade de tempo) de elétrons como fungao da posicao
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ao longo do eixo x? O resultado é a curva Pj5 mostrado na parte ¢) da figura 5.10. Um
padrao completamente analogo aquele produzido no experimento com ondas na agua!
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Figura 5.10: Experimento da figura 5.9 é repedido com feixe de elétrons.

Ora, se o elétron é uma particula, ele passa ou pela fenda 1 ou pela 2. como vimos,
sempre chega um elétron inteiro no Geiger, e nao uma fracao de elétron. Para verificar
por qual fenda passou o elétron, podemos, por exemplo, colocar uma fonte de luz atras
das fendas, de modo que ao passar por uma das fendas, o elétron espalha luz e verificamos
entao um clarao luminoso proximo a fenda 1 ou a fenda 2, dependendo da fenda por qual
passou o elétron. Poderiamos agora contar os cliques no detector como funcao de x em
duas tabelas: uma quando o clarao indicar que o elétron passou pela fenda 1 e a outra,
quando vier da fenda 2. Esta experiéncia permite ainda verificar que o clarao vem sempre
apenas de uma das fendas, nunca das duas simultaneamente. Os resultados dessas medidas
correspondem as curvas P| e Pj da figura 5.11, correpondentes a elétrons que passaram
pela fenda 1 e 2 respectivamente. A curva P}, = P| + P; corresponde a condi¢ao do elétron
passando pela fenda 1 ou pela fenda 2.

Concluimos entdo que quando observamos os elétrons, o resultado (a distribuigao de
posi¢oes ao longo de x) é diferente daquele obtido quando ndo observamos os elétrons nas
proximidades das fendas. A observacao perturba o movimento dos elétrons. De um modo
diferente, esses resultados indicam que quando nao observamos, os elétrons se propagam
como uma onda, desde o canhao de elétrons até o detector, produzindo o padrao tipico de
interferéncia. Quando observamos, vemos um comportamento de particula, com o elétron
passando por uma dada fenda, mas nesse caso, o fendmeno de interferéncia nao é observado.
Os elétrons sao ainda observados no detetor Geiger como particulas. Esta caracteristica,
vista também com os fotons, indica uma caracteristica dualistica onda/particula para os
elétrons bem como para todas as particulas e corpos. Em sistemas macroscopicos, as pro-
priedades ondulatorias nao sao observadas pois os comprimentos de onda correspondentes
sa0 muito menores que o tamanho de uma particula como o préton e os fenomenos de
difracao e interferéncia nao podem ser observados.
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Figura 5.11: Identificacao da fenda pela qual passou o elétron.

5.5 Aplicacoes do Principio de Incerteza

Vejamos alguns casos simples onde podemos utilizar o principio de incerteza para obter
algumas propriedades béasicas de sistemas fisicos. Tomemos por exemplo um oscilador
harmonico onde uma particula de massa m se move sob a acao de uma forca F = —kux.
A freqiiéncia de oscila¢do serd w = /k/m. Planck ja havia postulado que a energia do
oscilador deve ser um miultiplo de uma quantidade fixa, hv: E = nhy = nhw, n = 0,1,2,....
A energia minima que o oscilador pode ter é portanto 0. Vejamos entretanto o que diz o
principio de incerteza. A energia total do oscilador é:

P’ L,
E=EFE.+FE,=_—+ -kx
TP 2m 2
A energia total do oscilador é constante e portanto temos que F =< E >. Aplicando o
valor médio na expressao acima, temos:

<p*> 1

< E >= +§/€<x2>

Tanto o valor médio da posicao quanto o do momento sao nulos para o movimento harmo-
nico, pois a particula executa um movimento em que a posicao e a velocidade assumem
valores simétricos em relagao ao ponto central de valor zero. Portanto,

Ap* =< (p—(p))> >=<p*>-2<p> )+ (p)’ =<p*>—(p)* =<p" >

substituindo esta igualdade na equacao para a energia do oscilador, temos:

Ap? 1
E =" 4+ —kAz?
2m+2k x
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utilizando agora o principio de incerteza, temos Ap > h/2Ax. Substituindo na equagao
acima temos:
h? 1 9

Bz 8mAz? * §kA$
Nota-se que nesta expressao E cresce quando Ax atinge valores muito pequenos (devido a
contribui¢ao do primeiro termo e cresce também quando Ax atinge valores muito grandes,
devido ao segundo termo da expressao. Portanto deve haver um valor de Az para o qual a
energia ¢ minima. Este valor pode ser obtido derivando-se a expressao acima e igualando-a
a zero. Fazendo a substituicao z = Az?, temos:

dE_d (B L N_ L
dz dz \8mz 2 o 8mz22 2
Portanto:
h? h?
2?2 =

Amk - Am2w?

Substituindo o valor de z na expressao para E, temos:

hw hw 1

Portanto a expressao correta para a energia do oscilador deve ser:

1
E:(n+§)ﬁw

Esta ¢ a expressao correta para e energia do oscilador harmoénico de acordo com a
mecanica quantica. A quantidade %hw é chamada energia de ponto zero do oscilador. O
oscilador nao pode ter energia minima zero, pois se tivesse, a posicao e o momento do
oscilador seriam conhecidos com precisao simultaneamente, contrariando o principio de
incerteza.

Num atomo, podemos considerar que a incerteza na posicao do elétron é da ordem de
grandeza do raio atomico (sabemos que o elétrom esta em algum lugar no volume atomico).
A energia do elétron a uma distancia r do ntucleo é dada por:

2 2
g=r ;<
2m T

onde k = 1/4me,. Utilizando o principio de incerteza e novamente como Ap? =< p? >,
e com Az =7, p?> > h?/r? e portanto:
hZ 2

e
E > — k—
— 2mr? r

A energia minima pode ser obtida derivando-se a expressao acima com respeito a r e
igualando o resultado a zero:
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dE h? e?
— =4 k—==0
dr mr3 + 72

de onde se obtém:

h?
= kme?

r =a, = 0.52A

portanto reproduzindo corretamente o raio de Bohr. Substituindo este valor na expressao
para a energia, temos:

g k2etm
mwn T 2h2
novamente o valor correto da energia total do elétron na primeira 6rbita de Bohr.

Note que embora os resultados estejam corretos, o conceito de 6rbita bem definida perde
sentido. O elétron esta localizado em qualquer ponto dentro de um volume de raio igual
ao raio de Bohr, mas sua posicao correta nao pode ser conhecida.

Um terceiro caso interessante corresponde ao movimento de uma particula livre. Su-
ponha que no instante {=0 determinamos a posicao de uma particula com uma incerteza
Azx,. Com isso, a incerteza no momento da particula apos esta medida sera

= —13.6eV

Ap = mAv >

Zo

Num instante posterior £, a posicao da particula nao poderé ser conhecida com precisao
melhor que:

Ar = Az, + Avt > Ax, + t

mAzx,

portanto, quanto mais precisa for a determinacgao da posicao da particula em t=0, menos
precisa serd o conhecimento da posicao em tempos futuros!

5.6 Exercicios

1.- Calcule o comprimento de onda de de Broglie para: a) elétron com energia cinética de
50eV. b) elétron relativistico com energia total de 20 MeV. ¢) néutron em equilibrio térmico
com o meio a T = 500K (néutron térmico) d) particula alfa com energia cinética de 60
MeV ¢) Grao de poeira de 1-107%g em equilibrio térmico & temperatura ambiente (300K).
f) bolinha de 1g com velocidade 1mm/s. Para cada uma dessas situagoes, diga com que
sistemas as particulas devem interagir para mostrar seu carater ondulatoério.

2.- Um microscépio eletrénico usa ondas de de Broglie para "ver" objetos muito pequenos
(dimensées da ordem de angstrons). Qual a diferenga de potencial acelerador que deve ser

utilizada para acelerar elétrons, a partir do repouso, de modo a obter um comprimento de
onda de 0,5A7
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3.- Um préton tem seu movimento confinado em uma caixa unidimensional de largura
0,2-107%m (0,2 nm). a) Encontre a energia mais baixa possivel para o proton. b) qual
a energia mais baixa para um elétron na mesma caixa? c) como vocé explica a diferenca
entre os resultados encontrados em a) e b)?

4.- Calcule o comprimento de onda de um elétron com energia cinética de 13,6 eV. Qual
a razao entre este comprimento de onda e o raio da primeira 6rbita de Bohr para o atomo
de hidrogénio?

5.- O eléetron de um atomo de hidrogénio move-se do estado fundamental (n=1) para o
estado n=2 e af permanece por 10~%s antes de decair de volta para o estado fundamental.
Calcule a largura natural do estado n=2 (ou seja a incerteza na energia desse estado).
Compare seu resultado com o valor da energia desse estado, calculada com o modelo de
Bohr (-3,39 eV).

6.-Mostre que o comprimento de onda de de Broglie de uma particula de carga e, massa
de repouso m,, acelerada a partir do repouso e adquirindo velocidades relativisiticas é dada
como uma funcao do potencial acelerador V como:

h eV \
A=— |1+ ——

7.- A distancia entre planos no cristal de cloreto de potassio é de 3,1 A. Compare o
angulo de reflexao de Bragg de primeira ordem, por esses planos, de elétrons com energia
cinética de 40 keV com o de fétons com energia 40 keV.

8.- A vida média de um estado excitado em um ntcleo ¢ normalmente de cerca de 10~ '?s.
Qual a incerteza na energia do féton emitido na de-excitacao desse estado?

9.- Um garoto, do alto de uma escada de altura H esti jogando bolas de gude de massa
m em uma fenda existente no solo. Para atingi-la ele utiliza um equipamento que tem a
maior precisao possivel. a) Mostre que todas as bolas de gude vao deixar de atingir a fenda
por uma distancia em média da ordem de (2h/m)"/?(2H/g)"/* onde g é a aceleragio da
gravidade. b) Usando valores rezoaveis para H e m, calcule esta distancia.

10.- Determine o comprimento de onda de de Broglie para uma particula de massa m e
energia cinética T. Faga o calculo para a) uma particula nao relativistica e b) para uma
particula relativistica.

a) h/v/2mkE. b) he/\/E? + 2E.mc?

11.- O Acelerador Linear de Stanford pode acelerar elétrons até uma energia de 50 GeV.
Qual o comprimento de onda de de Broglie para esses elétrons? A que fracao do didmetro
do proton (d ~ 2-107'°m) isso corresponde?

12.- Em um experimento de espalhamento de elétrons, um méximo de reflexao é en-
contrado para ¢=32° para um cristal com distancia interatémica de 0.23 nm. Qual o
espacamento entre os planos cristalinos responsavel pelo espalhamento? Supondo que essa
seja a difracao em primeira ordem, qual o comprimento de onda, momentum, energia
cinética e energia total dos elétrons incidentes?

d = 0,063 nm; A = 0,122 nm; p = 10,2 keV /¢; E = 511 keV; E. = 102eV

13.- Um feixe de néutrons térmicos (EC = 0.025 eV) é espalhado por um cristal com
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espacamento entre planos atomicos de 0.45 nm. Qual o angulo para o pico de Bragg de
primeira ordem?

14.- Qual a razao Av/v, onde Av é a incerteza na velocidade a) de um elétron e b) um
proton confinado em uma caixa unidimensional de largura 2 nm?

15.- Mostre que o principio de incerteza pode ser expresso na forma ALAG > g onde 6
¢ a posicao angular e I, o momento angular da particula. Para que incerteza no momento
angular a posicao da particula serd totalmente indeterminada?

h/4m

16.- Qual a largura de banda Aw de um amplificador para radar, que amplifica um pulso
de largura 2 ps?

2,5210°rd /s

17.- Encontre a incerteza minima na velocidade de uma bactéria de massa 3 x 1071 kg,
supondo que conhecemos sua posicao com incerteza de 1 pum, ou seja, seu proprio tamanho.

18.- Um atomo em um estado excitado de 4,7 eV emite um féton e termina no estado
fundamental. A vida média do estado excitado é de 107'3s. a) Qual ¢ a largura espectral
da linha correspondente (em unidades do comprimento de onda)?

a) 3,3x1073e¢V b) 0,18 nm

19.- Calcule o comprimento de onda de de Broglie de uma particula o emitida por um
nicleo de 2'Am. Poderia essa particula existir dentro do niicleo de americio (diametro
~ 1,6 x 107 m)?
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6 A Equacao de Schroedinger

6.1 A Equacao de Ondas Quantica

Em 1920, Erwin Schroedinger, um fisico austriaco, transferiu-se de Stuttgart para a Uni-
versidade de Zurich, ocupando a posicao que pertencera a Von Laue e onde permaneceu
até o final de 1926. De acordo com um depoimento de um antecessor seu em Zurich, Peter
Debye, no final de 1925, encontrando-se os dois em um coléquio, conversaram a respeito da
teoria de de Broglie. Ambos argumentaram que nao a haviam compreendido bem. Debye
entao convidou Schroedinger para que apresentasse um seminario sobre o assunto, o que
foi realmente realizado alguns meses depois. Poucos meses apos este seminério Schroedin-
ger publicou os trabalhos com sua formulacao da mecéanica quantica, que é a utilizada até
hoje. Um pouco antes, Heisenberg havia proposto uma mecanica matricial, que incluia as
conseqiiéncias do principio de incerteza. Posteriormente ficou provado que a formulagao
matricial de Heisenberg era totalmente equivalente a mecanica ondulatoria de Schroedin-
ger.

A equacao de onda de Schroedinger, por ser uma equacao basica da mecanica, nao
pode ser deduzida, assim como nao se deduz a segunda lei de Newton. Podemos no
entanto buscar alguns argumentos de plausibilidade para a equacao. Vejamos por exemplo
a equacao de ondas usual, no caso de ondas eletromagnéticas. Escrita em termos do campo
elétrico, esta equacao, para uma onda se propagando no vacuo é dada por:

9% 10%

0x? 2 Ot2
tomando como solu¢do uma onda harménica e = ¢, cos(kx —wt) e substituindo esta solugao
na equacao de ondas, temos:

K="

2
usando agora as relagoes de Einstein w = E/h e k = p/h na expressao acima, temos:

E? =p?¢® ou E = pc
que é a relacao entre energia e momento para o féton! No caso do movimento de particulas

podemos procurar por exemplo uma equacao de ondas que seja equivalente a relagao energia
- momento para uma particula de massa m: No caso nao relativistico temos:

2
p=>r vy

2m
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Usando agora as relagoes de de Broglie, £ = hw e p = hk e substituindo-as na expressao
acima, obtém-se:

h?k?

hw:2m

+V

Note-se que nesta equacao, k aparece ao quadrado, como na equacao de ondas tradicional,
sugerindo um termo proporcional a derivada segunda da fun¢ao de onda em relacao a z.
J& o termo em w, diferentemente do caso das ondas eletromagnética, aparece com poténcia
um, o que corresponderia a uma derivada primeira em relacao ao tempo. Além disso, ha no
caso de particulas, um outro termo, correspondente & energia potencial V, onde nao hd nem
k nem w nao havendo portanto nenhuma derivada envolvida. A equacao que corresponde a
expressao acima e que ¢ consistente com as idéias anteriores de de Broglie, Bohr, Einstein,
etc. foi obtida por Schroedinger como:

h? 02U (z,t) L0V (z,t)
_%W + V($)\I’(:E,t) = ZhT

Podemos tentar verificar essa equacao num caso simples, como por exemplo o de uma
particula livre, onde V=0, com momento p = hk e energia F = hw. Facilmente verifica-
mos que fungées como Asin(kz — wt) ou Acos(kx — wt) ndo sdo solugoes da equagao de
Schroedinger. Entretanto, a fun¢ao complexa A expli(kx — wt)] é solugao.

K2 aQAei(kxfwt) aAei(kmfwt)
ih

2m Ox? ot
_$Aei(km_“t) = ih(—iw)Aekr=+t)
e portanto,
h2k?
5=

A equagao pode também facilmente verificada para o caso de um potencial V constante.
Nos casos em que o potencial depende de x, como o do oscilador harmoénico, a solugao pode
ser muito mais complicada.

Vimos no caso da particula livre que a funcao de onda obtida como solugao da equacao
de Schroedinger é complexa. Portanto, nao pode ser uma quantidade mensurével, como a
amplitude de oscilacao de uma corda ou do campo elétrico, como nas ondas tradicionais. A
interpretacao do significado fisico da fun¢ao de onda solugao da equacao de Schroedinger foi
enunciada ainda em 1926 por Max Born. De acordo com Born, os acontecimentos (eventos)
previstos pela mecanica quantica sao de natureza probabilistica. Um processo mecanico é
“acompanhado” por um processo ondulatoério, a onda sendo dada pela solucao da equagao
de Schroedinger. (“O curso dos eventos é determinado pelas leis das probabilidades; para
um estado no espaco, corresponde uma probabilidade definida, que é dada pela onda de
de Broglie associada ao estado. Um processo mecanico ¢ portanto acompanhado por um
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processo ondulatorio, a onda guia, descrita pela equacao de Schroedinger, o significado da
qual é que a mesma da a probabilidade de um dado curso do processo mecanico. Se por
exemplo a amplitude da onda guia for nula em um certo ponto do espaco, isso significa
que a probabilidade de se encontrar o elétron neste ponto é desprezivel”). O significado da
funcao de onda é que o seu modulo quadrado é proporcional & probabilidade de se encontrar
a particula em uma dada posicao entre z e z-+dzr no instante . Mais especificamente, num
dado instante de tempo £, a probabilidade de se encontrar a particula entre z e z+dx é
dada por:

P(z)dz = |U(z,t))* de = U*(x,t)U(z,t)dx

onde U*(z,t) é o complexo conjugado de W(z,t), operagdo que corresponde a trocar o
nimero imaginario ¢ por -i na expressao para U(z,t). O produto de qualquer niimero
complexo por seu conjugado é sempre um nimero real.

Portanto, se W*W corresponde a uma densidade de probabilidade, esse produto deve
obedecer a condi¢ao de normalizagao:

/+OO U*(z,t)U(x,t)de =1

—0o0

6.2 Operadores Quanticos

De modo andlogo ao que vimos com as distribui¢oes de probabilidades classicas no inicio
deste curso, podemos utilizar a distribuicao de probabilidades dada pela fungao de onda
quantica para obter valores médios de quantidades fisicas. Por exemplo, o valor médio da
posicao de uma particula cujo movimento é descrito pela fungdo de onda W(z,t) sera:

+00 +o0 +o0
<z >= / xP(z)dr = / U Wdr = / Uz Wdx

o0 oo [e.o]

note que como em geral o produto V*¥ depende do tempo, também teremos < x(t) >.
Para qualquer funcao de x, temos também:

< f(z) >= /_+0<> U* f(x)Vdx

o
O valor médio de uma grandeza em mecanica quantica é normalmente chamado valor es-
perado. Para outras grandezas, a situacao ¢ analoga, embora aparecam certas dificuldades,
devido ao principio de incerteza. Para o valor médio do momento, temos por exemplo:

+o0o
<p>= / U pWdz

o0
Para poder calcular a integral acima, devemos obter uma expressao para o momento
em termos da varidvel de integragao, z. Entretanto, sabemos nao ser possivel relacionar
diretamente p com = como uma fung¢ao p(z), pois, pelo principio de incerteza, ndo ha como
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6 A Equacao de Schroedinger

determinar precisamente (e simultaneamente) as duas quantidades. Para vermos como
podemos obter o valor médio acima, tomemos por exemplo a onda plana que obtivemos no
caso da particula livre:

U(z,t) = Aeilke—wt)

onde sabemos que 0 momento ¢ constante (< p >= p = hk). Tomando a derivada primeira
em relacao a z da funcao acima, temos:

ov . 4 ) D
— = ikAe'*TD — e = =0
o 1k Ae 1k Zh
ou
ov
—ih— = pVU
! ox p

A quantidade —ihd/dx é chamada um operador diferencial. Este operador em particular
tem a propriedade de quando aplicado a uma funcao de onda, ter o mesmo efeito de se
multiplicar a mesma fun¢ao de onda pelo momento linear p. Note que este operador é uma
funcao da variavel z, sendo portanto a relacao que procurdvamos. O operador acima é o
operador momento linear e o valor esperado do momento é entao calculado como:

too 0
<p>= / U* — th—Vdr
_ ox
Esta relagao, embora tenha sido aqui demonstrada apenas no caso de uma particula
livre, é no entanto valida em qualquer situacao. De maneira analoga, podemos também
notar que ¢hd/0t é o operador para a energia total, uma vez que

ih2<A67i(kx7wt)) — _iQthefi(kxfwt) — EAefi(k:rfwt)
ot

o0

Outros operadores quanticos serao vistos no decorrer do curso.

Com as definicoes acima, podemos ver a razao da ordem de por exemplo V*pW¥ que
utilizamos na grafia da expressao para os valores médios. Embora no caso do operador
posicao esta ordem nao seja relevante, dado o carater diferencial de grande parte dos
operadores quanticos, eles correspondem a operagoes nao comutativas e facilmente podemos
ver por exemplo que

. . 0 L0,
U( zhax)\ll #* zhax(\ll )

No caso da onda plana que vimos acima, temos resultados triviais na aplica¢ao, tanto do
operador momento linear p = —ihd/0x quanto do operador de energia total £ = thd/0t.
Isso devido ao fato de as ondas planas corresponderem & situacao de uma particula com
momento e energia bem definidos, de modo que < p >=pe < E >= E. Tomemos agora
um caso mais interessante e realista, como o de uma particula livre dentro de uma caixa.

No caso unidimensional, a particula esta confinada a se mover entre duas paredes rigidas
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6.2 Operadores Quénticos

localizadas em © = —a/2 e x = 4+a/2. Como veremos mais tarde, a fun¢ao de onda para a
situagao de menor energia desta particula é dada por:
a

Tr -E a
U(x,t) = Acos —e ‘%t para — = <x < —
(z,t) - p 5 5

e zero fora desse intervalo. A constante de normalizacao é dada por:

+o0 +a/2 +m/2
/ U Udy = AQ/ cos? Eal:z: = A29 / cos? 0df = AQQ

—a/2 a ™ /2 2

—00

ou A = 4/2/a. Para o valor médio da posi¢do da particula, devemos esperar um valor nulo,
pois classicamente a particula tem igual probabilidade de estar a esquerda ou a direita da
origem das ordenadas:

400 +a/2 T
<z >= / U zxUdr = Az/ xecos® —dr =0

00 —a/2 a
uma vez que o integrando ¢ uma funcao impar de x, e a integral ¢ sobre um intervalo

simétrico em relacao a origem. Situagao analoga ocorre com o momento linear:
+a/2 ) +a/2
9 T, . T 9. T T . TX
<p>=A cos — (—ih—) cos —dx = A%ih— cos — sin —dx =0
—a/2 a Ox a aJ_as a a

Entretanto, podemos verificar que o médulo do momento linear nao é nulo. Podemos
facilmente obter o operador para o quadrado do momento linear:

~ 0?
P =pp 522
e portanto,
+o0 92 2 +a/2 2
<p’>= / U — B2——Vdr = —h? <E> AQ/ cos? T dr — B2 (E>
oo Ox? a —a/2 a a

Portanto a energia cinética média ¢ E. = h?w?/2ma?.

6.2.1 Algebra de Operadores

Em geral, os operadores da mecanica quantica obedecem a uma &algebra nao comutativa.
Por exemplo, 2p® # pzP:

e Ld o dP
Tpd = x(—zh%)q) = —th% e
d dd
PED = (—ih-)a® = —ih® — ihr — —ih® + GpD
dx dx
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6 A Equacao de Schroedinger

portanto, (pz — 2p)® = —ihd, ou (pz — zp) = —ih. A relagdo (p — Zp) é chamada
comutador de p e  ou relacao de comutacao entre p e e ¢é representada pelo simbolo
[p,2] = pt — &p. Se para dois operadores a e b, [d,l;] = 0, ou seja os dois operadores
comutam, entao os valores das grandezas associadas a esses operadores podem ser medidas
simultaneamentes com exatiddo. Por exemplo, [p E] = 0 e portanto o momento linear e
a energia total de uma particula podem ser determinadas simultaneamente. Ja a posicao
e o momento linear nao podem ser obtidos simultaneamente, pois seus operadores nao

comutam.

6.3 Equacao de Schroedinger Independente do Tempo

A maior parte dos casos que estudaremos com a utilizacdo da equacao de Schroedinger
correspondem a situacao de ondas estacionarias. Sao casos como esse o atomo de hidrogé-
nio, o oscilador harménico, particula em uma caixa, como visto acima, e etc. De um modo
geral, nesses casos, e em todos 0s casos em que o potencial V' nao depende explicitamente
do tempo, pode-se utilizar a chamada técnica de separacao de varidveis na solucao da
equacao de Schroedinger. Fatorando-se a solucao da equagao num produto de dois termos,
em que um contém a dependéncia em z e o outro a em t, temos:

U(a,t) = (x)p(t)

Substituindo esta expansao na equacao de Schroedinger, temos:

) | g5 0(a) | + BNV () = ()
dividindo a equagao pelo produto ®(z)p(t), temos:
! _h_Qa_Q T T)=1 L&p_(t)
O(x) [ 2m0x2q)( )} +Viz) o(t) ot

Notamos que o primeiro membro, que depende somente de z, deve ser sempre igual ao
segundo membro, que depende somente de {. A tunica situagdo em que isso pode ocorrer
é se ambos os membros forem iguais a uma constante S, chamada constante de separagao.
Para o segundo membro temos portanto:

ih&g—iw = So(t)

cuja solucao é facilmente encontrada:

plt) = Ae™'i!

Comparando o ¢(t) encontrado acima com a parte temporal da fungio de onda que obti-
vemos nos casos anteriores, vemos que a constante S é identificada como a energia total E
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6.4 Aspectos Qualitativos das Solugoes da Equacao de Schroedinger

da particula. Portanto, para o outro membro da equacao, correspondente a parte espacial,
temos:
2 72
W de +V(x)®P(z) = EP(x)
2m dx?

Esta é a chamada equacao de Schroedinger independente do tempo. Note que nao ha
necessidade do uso de derivadas parciais, uma vez que a equacao s6 contém a dependéncia
espacial da funcao.

Uma série de condig¢oes podem ser imposta as solucoes da equagao de Schroedinger para
que tenham sentido fisico. Essas condicoes estao ligadas a interpretacao estatistica da
funcao de onda. Assim, ao resolvermos o problema do oscilador harmoénico ou do atomo de
hidrogénio, nao podemos aceitar uma solugao da equacao de Schroedinger em que ¥(x) seja
oo quando x — oo pois sabemos que a particula tem seu movimento limitado a uma regiao
finita do espaco. Do mesmo modo, devemos impor condicées de continuidade e unicidade
da funcao de onda, caso contrario nao teriamos como obter a probabilidade de encontrar
a particula nos pontos de descontinuidade ou onde a funcao tivesse multiplos valores.
Outra razao se relaciona ao fato de que se a funcao for descontinua, sua derivada serd
infinita nos pontos de descontinuidade, fazendo com que o momento linear neste ponto seja
infitito. Condicoes semelhantes devem ainda ser impostas a derivada da funcao de onda.
Lembrando que a derivada segunda se relaciona com a energia cinética, descontinuidades
na derivada primeira corresponderiam a pontos com energia cinética infinita. Resumindo-
se, as condicoes a serem impostas as fungoes de onda, solugoes da equacao de Schroedinger,
s20:

o O(z) e dP/dr devem ser finitas
o O(z) e dP/dx devem ser univocas

e O(z) e db/dxr devem ser continuas

Além disso, lim, ,+., ®(z) = 0 pois a probabilidade de se encontrar a particula no infinito
deve ser nula.

6.4 Aspectos Qualitativos das Solucdes da Equacao de
Schroedinger

Uma anélise qualitativa da equacao de Schroedinger permite obter as caracteristicas gerais

das funcoes de onda que sao solugoes para um dado problema. Escrevendo-se a equacao
de Schroedinger independente do tempo como:

d*v _2m

dr?2 k2

vemos que a concavidade da funcao de onda, dada pelo sinal de sua derivada segunda, é

proporcional ao produto da propria fungdo de onda por [V (z) — E]. Portanto, nas regioes

[V (z) — E]V
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6 A Equacao de Schroedinger

em que V(x) > FE, a derivada segunda tem o mesmo sinal da fun¢do de onda e entdo a
concavidade é voltada para cima (concava) se W é positiva e voltada para baixo (convexa)
se a fungao de onda é negativa. Nas regides em que V(zx) < E a situagdo é a oposta.
tomemos por exemplo, o caso de uma particula sob a acdo do potencial visto na figura
6.1a, quando a energia total é E, como mostrado na figura. Temos entao o eixo x dividido
em trés regioes, delimitadas por ' e x”. Na regiao 2’ < z < 2, se ¥ > 0 teremos a funcao
de onda com concavidade para baixo e vice versa. Nas regioes © < 2’ e x > x” 0 oposto,
conforme mostrado esquematicamente na figura 6.1b. Tendo ainda em consideracao as
condicoes sobre o comportamento da funcao de onda para x — -+o00, possiveis solucoes
para este problema sao mostradas na figura 6.1c.

[ $ix)

' Wa\UR

] I
Wix} - E1>01 V) - £t < 0 {VE) - £] >0
o Rl 1 ]

Iy r —

" b) .

Figura 6.1: Aspectos qualitativos das solucoes da eq. de Schroedinger: a) Potencial e

energia total. b) Concavidade da fun¢ao de onda nas 3 regides. c) Possiveis
solugoes.

Da figura 6.1, correspondente a situacao E>V, pode-se notar que quanto maior for o
numero de oscilacoes da funcao de onda, maior deve ser sua derivada segunda e portanto
maior a energia correspondente. O Estado fundamental (de menor energia) corresponde
sempre a funcdo que nao muda de sinal, sendo portanto a de menor derivada segunda.
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7 Aplicacoes da Equacao de
Schroedinger

7.1 Particula Livre

A equagao de Schroedinger para uma particula livre é obtida fazendo-se V(z) = 0 para
todo o espaco:
—h? d? d?

A — “ _ 2 2
v dxzklf(x) EY(z)ou d$2\D(x) kU (x), k

Solugoes para esta equacao sao bem conhecidas:

2mE

U (z) = cos kx, sin kx, ou e=™**

A solugao geral corresponde a uma combinacao linear de duas solugoes, por exemplo:

U(r) = Ae™ 4 Be 'k

A solugao da equacao de Schroedinger dependente do tempo sera portanto:

\I/(.I,t) — Aei(kxfwt) _i_Befi(kx%»wt)

O termo e‘**=“) descreve uma onda viajando no sentido de x positivo e e~

sentido oposto. Ondas desse tipo sao chamadas ondas planas. Portanto uma particula
livre com momento linear positivo sera representada pela fun¢ao acima fazendo-se B=0. O
valor esperado para a medida do momento dessa particula é dado por:

kz+wt) no

+o00 +o0 +o0
<p>= / U pWdr = / A*e_i(kx_“t)(—ihag)Aei(kx_“t)dx = hk / U Udr = hk
_ X _

o0 —00 [e.e]

pois sendo a funcao de onda normalizada, a dltima integral acima deve ser igual a 1.
Portanto:

<p>=hk=h

Z;nE =V2mE

como esperado. Fazendo-se calculo andlogo para a funcao correspondente & particula ca-
minhando no sentido de x negativos (A=0), obtém-se < p >= —v/2mkFE. Com relagdo ao
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7 Aplicagoes da Equacao de Schroedinger

valor esperado para a posigao da particula, note que |¥|? = U*U = A*A = cte.. Por-
tanto a probabilidade de encontrar a particula em qualquer intervalo x, x-+dx é a mesma,
conforme previsto pelo principio de incerteza. A normalizacao da funcao de onda de uma
particula livre traz alguma dificuldade formal, uma vez que fj;o U*Wdr = oo. Do ponto
de vista operacional, isso pode ser contornado, pois todo calculo pode sempre ser reali-
zado com a normalizagdo explicita, fazendo-se uma razao de integrais, onde a constante de
normalizacao A é cancelada. No caso do momento linear que vimos acima, teriamos, por
exemplo:

[P [UWdr
DL 7 L E AT M

Particula livre no espaco todo é uma situacao idealizada que nunca ocorre. Um proton
acelerado pelo Pelletron, por exemplo, corresponde a uma particula livre desde a saida do
acelerador, até o coletor de feixe (copo de Faraday) na camara, no final da canalizacao
em alto vacuo, ou seja, uma distancia da ordem de 30 m. Para distancias dessa ordem, a
incerteza no momento do préton devido as limitacoes do principio de incerteza é desprezivel
e a funcao de onda da particula pode ser aproximada por uma onda plana.

Uma particula livre para qual a incerteza na posicao nao é muito grande pode ser des-
crita por um “pacote de ondas” (superposicao de muitas ondas planas). Entretanto, as
dificuldades matematicas para se tratar funcoes desse tipo sao muito grandes e além disso,
como ja vimos, & medida que o tempo passa, aumenta a incerteza na posi¢ao da particula
devido a incerteza em sua velocidade e o pacote continuamente se alarga.

7.2 Potencial Degrau

Vejamos agora outra situagao bastante simples, como a de uma bola de bilhar em uma
mesa. Em toda a extensdo da mesa, a bola esta sujeita a um potencial constante (nulo),
mas na borda ela encontra repentinamente um potencial maior. Imaginando que a bola
consiga subir a barreira (uma rampa, como na figura 7.1b), ela precisa ter uma energia
cinética maior que mgh, onde m ¢ a massa da bola e h a altura da rampa, para passar a
se mover no nivel mais alto. Esquematicamente, isso pode ser representado pelo potencial
degrau (imaginando que o nivel mais alto continue indefinidamente):

Vamos chamar de I a regido onde o potencial ¢ nulo (x<0 “na mesa”) e de II a regiao em
que o potencial é maior (x>0 “sobre a rampa”).

7.2.1 Caso E < Vj:

h* d*® d*® 9 5  2mE
r<0 T omdz? U =~k ®; by = 72
h* d*® 2 2m(Vy — E)
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Regiio IT

Regido 1

(ay

/7 (b)

Figura 7.1: Potencial degrau e o equivalente fisico gravitacional (rampa)

solucao:

r<0: & (x) = Ae™* 4 Be~hre

x>0: $y(x) = Ce 2" + Deh>”

Impondo agora as condig¢oes para que a solugao da equagao de Schroedinger tenha signifi-
cado fisico:

@(x),g—i’ devem ser finitas
®(x),52 devem ser continuas
®(x),922 devem ser unwvocas
com isso devemos impor D=0 para que a fun¢ao seja bem comportada no infinito. Para

a continuidade da func¢ao devemos impor, em x=0:

$,(0) = Bo(0) = A+ B =C

d;{;l |x:O: Aikleiklx - Bikle_iklw |x:0: 2]{;1 (A — B)
d_xQ |$=0: _Ck2€_k2$ ’x:(]: _Ckfg

A+B=C
A—B=iCg
k k
(4): C(14+i2) =24 = A:€(1+i—2)
]{31 2 kl
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7 Aplicagoes da Equacao de Schroedinger

<_) C(l _Zk—?) =92B = B = E(1 _ Zk_j)
(I)(]J) _ % [(1 —}—i%)eikw + (1 _ Z'i_i)efiklm <0
C’e—k’zx T 2 0

Na regiao x<0, a solucao da equacao de Schroedinger dependente do tempo pode ser
escrita como:

\If(mjt) = (I)(x)efiwt _ Aei(kmfwt) + B@ii(klir"Jt)

onde o primeiro termo corresponde & onda incidente (caminhando da esquerda para a
direita) e o segundo a onda refletida (direita para a esquerda). No caso de particulas livres
como este, a interpretacao do moédulo quadrado da funcdo de onda é mais claramente
associado a um feixe paralelo e de densidade uniforme de particulas de mesma energia.
U*Wdzr corresponde neste caso ao nimero de particulas (ou a fracdo das particulas) entre
x e x+dx. O fluxo de particulas na direcao da onda, ou seja o nimero de particulas
que atravessa uma certa posicao por unidade de tempo ¢ dado pelo produto de V*W pela
velocidade das particulas. O Coeficiente de reflexao é portanto dado por:

Y, B*B

uma vez que v, = v;. Substituindo-se os valores de A e B em termos de C, ke ko,
encontra-se R=1, em pleno acordo com a previsao da mecanica classica. Para z > 0,
U = O*Ce 2k2% Nesta regido, temos £ < V e portanto a energia cinética seria ne-
gativa. Classicamente esta é uma regiao proibida para as particulas. Do ponto de vista
quantico, pode-se encontrar a particula nesta regiao, sendo cada vez menos provavel encon-
trar a particula quanto maior o valor de x. A penetracao da particula na regiao proibida
(por intervalos de tempo muito pequenos) é possivel devido o principio de incerteza. Du-
rante um pequeno intervalo de tempo, a energia pode nao se conservar. A profundidade
da penetracao também é muito pequena e pode ser caracterizada pela distancia em que
a probabilidade cai para cerca da metade de seu valor em x=0, correspondendo a uma
penetragao da ordem de 1/ky = i/\/2m(V, — E).

E facil verificar que a solucdo geral (incluindo a parte temporal da funcio de onda),
corresponde a uma onda estacionaria. Para isso, vamos escrever a solucao para x < 0 em
termos de senos e cossenos, substituindo e?*'* = cos kyx+i sin kyz e chamando o = (1—1—2’%):

P(r) = b [a(cos kyx +isinkyz) + a*(cos kyx — isinkyz)| =

k
=Ccoskix — Ck:_2 sin k1 x
1

A funcao de onda completa é obtida multiplicando-se a funcao acima pela parte temporal
e~ com w= E/h:

128



7.2 Potencial Degrau

=30 -
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Figura 7.2:

U(z,t)=C [cos kix — %Sin klx} et

1

Note que temos o produto de uma funcao que depende somente do tempo por outra
que depende somente da posicao, correspondendo portanto a uma onda estacionaria. A
densidade de probabilidade de encontrar a particula no espaco (|¥(z,t)|°) ndo depende do
tempo:

I 2
W (z,t)|* = |®(z)]* = C*C (cos kix — k:_2 sin klx)

1

O gréfico da densidade de probabilidade, incluindo a regiao x > 0 é visto na figura 7.2.

7.2.2 Caso F >V

' . 2mE
r<0: & (z) = Ae™* 4 Bem k1w |2 — 7;;2
, , om(E — Vi
x>0 Oy(x) = Ce™” 4 De 2w |2 = w

Considerando a situagio inicial de uma particula (ou feixe de particulas) vindo da esquerda
(—o0) para a direita, temos D = 0, pois nao ha particulas vindo de +oo. Aplicando as
condicoes de continuidade de ® e sua derivada em =0, temos:
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% |le=0= % lz=0 = (A—B) = C%
C ko
cA=—(1+-—)(—)B=
(+): A= S+ )
As funcgoes de onda sao:

W)= § SO+ BT+ G0 = e paras < 0
Ce*2® para x > 0

Fazendo C' = F kff},@ onde F é uma constante arbitraria e incluindo a parte temporal da

funcao de onda, temos:

Fei(lﬂx—wt) + Fﬁi;ﬁ; e—i(k’w:-i—wt) parax < 0
\I/((I),t) = F 2k1 ei(kzzx—wt)
k1+k2

O primeiro termo da func¢ao para x<0 corresponde portanto a onda (fluxo) incidente e
o segundo a onda refletida, este sem equivalente classico. O coeficiente de reflexao é dado
por:
R— vB*B o (k’l - k’g)2
vA*A (k’l + k2)2
Para x>0 s6 ha, obviamente a onda transmitida, pois nao ha nada que possa refletir as
particulas transmitidas. O coeficiente de transmissao é definido como:

T — ’UQC*C B Vo ( 2]’6’1 )2

v A*A N U_l k1 + ko
sendo v; a velocidade das particulas incidentes e v, a das particulas transmitidas:

_pl_hk1_ _p2_hk2
V= —=—5 Vg = — = ——
m m m m
portanto
ke 2R kb
- k’l (k’l + k’2>2 N (k?l ‘I’ kz)z
Note que:

4k ko (ky — ky)? _q
(ky + k)2 (kg + ko)2
Os coeficientes de reflexdo e transmissao podem ainda ser escritos em termos de E e V:

T+R=

2

Vo
1—/1-%

E
R=1-T=|—""——| para —=>1

H_ Vo
1+ -7
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7.3 Barreira de Potencial

E
R=1-T=1para — <1
Vo
Note também que a reflexao ocorre da mesma maneira quando a particula vem de uma
regido com potencial constante e “cai” numa regido de potencial menor (ou nulo). O
fendomeno de reflexao descrito acima é devido basicamente a passagem abrupta da particula
de um potencial para outro. Este tipo de reflexao j& era conhecido na 6ptica, quando a luz
passa, perpendicularmente entre dois meios com diferentes indices de refracao.

7.3 Barreira de Potencial

Este é um dos problemas simples para o qual podemos resolver analiticamente e cuja solucao
traz em evidéncia fenomenos muito interessantes, com aplicacoes em muitos problemas
fisicos, como o tunelamento quéantico, também conhecido como penetragao de barreira.
Consideremos uma particula, vindo de x = —oo em direcao a barreira de potencial vista
na figura 7.3, definida por:

Vopara <z < a
0 para x fora deste intervalo

V(z) = {

iﬁl?.

0

Figura 7.3: Barreira de potencial de altura V,

7.3.1 Caso F >V,

Consideremos agora o caso de uma barreira de potencial, ou seja a particula se move sob
acao de um potencial nulo, exceto numa pequena regiao, entre x=0 e x=a, onde o potencial
é constante e igual a V,. Definindo como I, IT e TIT as regices x < 0, 0 <z < aex > a,
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7 Aplicagoes da Equacao de Schroedinger

respectivamente, as solucoes da equacao de Schroedinger independente do tempo nessas
regioes sao:

P, (x) = Ae?t1® + Be~ 1T (1 < ()
®3(z) = Ce™® + De=™® (> q)
y(z) = Fetk2® + Ge *2® (0 < x < a)

Nao ha ondas vindo de +00 — 0 e portanto D = 0

{ A+B=F+G (9,(0) = 5(0)) @
ki(A—B) = ky(F = G) (22 o= 42 |,)

dx

Feikza + Gefikza — Ceikla (b>
kQ(Feikga _ Ge—ikga) — k.lceikla
de( a):
ko ko
2A=F(1+ G(1—-—
1+ +6a-3)
2B =P - "2y L an+ 2
ky ky
de (b):
ikaa ik1a kl i(k1—k2)a kl
2Fe™ = Ce™(1+ —) ou2F = Ce"™ ™Y1 + —)
k’g k2
2Ge —ikoa __ — Ce zkla( . k ) 2G = (¢ k1+k2)a(1 . ﬁ)
ks ks
C k k C k k
2A — i(k1—k2)a 1 1 1 2 i(k1+k2)a 1— _1 1 — _2
FEETL 4 1+ )+ Fe (1= (1= )
_ C (ei(klfkg)a(kl Fk)? — eilhrtha(p g 2) =
2k ks
C’eikla . .
— 2k1k2 (e—zkga(kl + k‘2)2 . ezk:ga(kl o k2>2)
A ¢ikiao—ikza . ((lﬁ + k2)2 _ e2ik2“(krl _ k2)2)
S = 2 ]f k2_ 22k2ak_k2: i i
C 4kr ko (( 1+ 2) € ( 1 2) ) Ak kye—ikrap—ikaa
Coeficiente de Transmissao (velocidades sao as mesmas antes e depois da barreira):
T=5%5
A*A B [(kl + k2)2 _ (kl _ k2)262ik2a][<k1 + k2)2 _ (kl _ k2)26—2ikga] _
CC 16k2 k2 B

132



7.3 Barreira de Potencial

(]{71 + k2)4 — (]{31 + ]{72)2(]{31 — ]{32)2(€2ik2a + 672ik2a) + (k?l - k2)4

16k2k2

(k’l + k2)4 + 4(]6% — ]{?%)2 SiH2 k?ga — 2(1{3% — k%)Q + (l{?l — k2)4
16k2k32
fazendo k; = ki1 + ko e kg = k1 — ko, temos:

A*A k= 2k2KD 4 k) + A(KE — K3)2sin® koa (K2 — K3)? + 4(kT — k3)?sin*koa

cxC 16k2k3 16k2k3

16KTRS +4(EE — ZEE + ) sin® kea

B 16k3k3 -

14 (2”;_2‘/0>2 sin® kpa 1 sin? kga
G T A E D
Portanto,
—1
T cc n sin® kya
A*A AZ (7 - 1)

7.3.2 Caso F <V,

Neste caso, classicamente toda particula serd refletida ao bater na barreira. As funcoes
de onda para as regioes I e III sao idénticas as do caso anterior, sendo que na regiao Il a
solucao da equacao de Schroedinger seré:

Uy(z) = FeM™ + Ge™" ky = \/2m(V, — E)/h

Novamente, como nao hé inicialmente onda vindo de +oo, temos D=0. O procedimento
algébrico para a obtencao dos coeficientes das funcoes de onda é analogo ao do caso anterior,
trocando-se iky do primeiro caso por ko. O coeficiente de transmissao serda dado por:

-1 —_
T C*Cus _ [1 (ek2a — e"”“)2] _ [1 sinh? kya ]
4

— A+ E E E E
se kea>>1, a expressao acima pode ser aproximada por:

E E
T~ 16— (1 — —)e 2k2e
ASEAN

A figura 7.4 mostra a densidade de probabilidade U*W para as trés regioes. Na regiao
I, a superposicao da onda incidente com a refletida, de mesmo comprimento de onda,
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7 Aplicagoes da Equacao de Schroedinger

resulta num padrao de onda estacionaria. Na regiao II temos uma exponencial decrescente
e finalmente a onda transmitida, sendo uma onda plana, correspondera a uma densidade de
probabilidade constante nesta regiao. Este resultado mostra que uma pequena parcela das
particulas incidentes, consegue atravessar a barreira. Novamente isso é uma consequéncia
do principio de incerteza, que permite que a conservacao de energia seja violada por um
intervalo de tempo muito pequeno, enquanto a particula atravessa a barreira.

W*(x, OW(x, 1) Qualquer ¢

Figura 7.4: Densidade de probabilidade - barreira de potencial, E<Vo

Como a particula nao tem energia para ultrapassar a barreira “por cima’, este processo
é chamado de tunelamento. Varios processos que ocorrem na natureza dependem deste
fenomeno. Um dos mais importantes ¢ o da fusao de dois prétons no interior do Sol, o me-
canismo béasico de producao de energia nesse tipo de estréla. A energia cinética decorrente
da temperatura do Sol é insuficiente para vencer a barreira de repulsao coulombiana entre
dois protons. Somente uma pequena fracao dos prétons teriam energia acima deste valor e
a taxa de fusao e portanto de producao de energia, seria cerca de 1000 vezes menor que a
realizada pelo Sol. O processo de fusao de dois protons é dominado pelo tunelamento dessas
particulas pela barreira coulombiana. O diodo de efeito tunel é um dispositivo eletrénico
disponivel comercialmente, baseado neste efeito quantico. Com técnicas especiais de cons-
trucao, pode-se fazer um diodo semicondutor cuja barreira de potencial é extremamente
fina, propiciando que particulas a atravessem por tunelamento. As consequéncias sdo uma
inversao na curva caracteristica corrente x tensao desses dispositivos, como mostrado na fi-
gura 7.5. Numa pequena regido, ha uma reversao da curva e neste trecho, a derivada dV/d[
é negativa, correspondendo a uma resisténcia negativa. Dispositivos como esse podem ser
utilizado em circuitos osciladores ou de chaveameno de altissimas freqiiéncias.

O decaimento radiativo por emissao de particulas alfa, que ocorre em varios elemen-
tos pesados proximos ao uranio também depende do tunelamento. Nesse decaimento, as
particulas alfa sao emitidas com energia cinética de cerca de 5 MeV. Como essa energia
¢ medida longe do nicleo, onde o potencial é nulo, podemos supor que este é o valor da
energia total da particula alfa dentro do nicleo. Se tomarmos uma particula alfa com essa
energia se aproximando de um nticleo, por exemplo de Tério (Th), a distancia de maior
aproximacao, quando toda a energia estd na forma de energia potencial, teremos algo da
ordem de 50 Fm (5,0-7!* m). Se considerarmos o raio do nicleo de Th da ordem de 10Fm,
o valor da barreira coulombiana nessa distancia sera:
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Diodo tiinel de
germanio tipo 1N2940A

s | | L 1
0 0,1 0,2 0,3 04 0,6
V (volts)

Figura 7.5: Curva caracteristica de um diodo tunel.

1 Zze?
Vir=10""4) = — 25 ~95.100 eV

dmeg T

Como para distancias menores que o raio nuclear esta particula alfa esta ligada ao nicleo,
e sabendo-se que sua energia total ¢ 5 MeV, para escapar, ela deve tunelar a barreira de
altura méaxima de cerca de 25 MeV. Embora nao seja uma barreira de altura constante
como a que estudamos, o problema pode ser resolvido de maneira anéloga, substituindo-se a
barreira coulombiana por uma série de barreiras de pequena largura e alturas decrescentes.
Um calculo aproximado pode ser feito trocando-se a barreira original por uma barreira
média equivalente. Por simplicidade, vamos tomar uma barreira de altura 20 MeV e largura
a =20 Fm. Neste caso, temos o produto kea = /2mc2V,a%(1 — E/V,)/hc ~ 34 e podemos
usar a expressao aproximada para T

T~ 102

Para encontrarmos o tempo médio para a particula alfa escapar, devemos estimar qual a
freqiiéncia com que ela colide com as paredes do niicleo. Supondo o potencial constante no
interior do nicleo (esta aproximacao é utilizada em muitos problemas de fisica nuclear), a
energia cinética da particula alfa no interior do niicleo seré constante e dada por £, = 5—V
MeV, onde V<0 é o potencial nuclear. sabemos que V corresponde a algumas dezenas de
MeV. Tomando V=-35 MeV, temos E.=40 MeV e portanto o modulo da velocidade da
particula alfa dentro do ntcleo seré:

2F,
v ¢~ 0.2
C mc

Com o diametro nuclear da ordem de 20 Fm, a particula alfa colide cerca de 10*'vezes
por segundo com as paredes. Tendo uma chance de escapar a cada 1072% colisdes, em
média ela levara 10% /10! = 108s, cerca de trés anos para escapar. As vidas médias para
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decaimento alfa de nicleos nessa regiao varia muito, mas este valor esta dentro da faixa de
valores.

7.4 Particula em Uma Caixa (Pog¢o Quadrado)

Um outro caso simples e interessante corresponde ao de uma particula dentro de uma caixa
unidimensional, ou seja, dentro da caixa o potencial ¢ nulo e nas paredes tem valor V.
Este problema é também freqéntemente denominado poco de potencial quadrado. Vimos
anteriormente esta situacao do ponto de vista do principio de incerteza e determinamos o
valor minimo para a energia da particula. Vejamos agora a solucao completa do problema.

7.4.1 Poco Infinito

A forma mais simples corresponde a fazer as paredes da caixa muito rigidas, ou seja, com
V, — oo:

0 para —a/2 <z <a/2
V() =
oo paraxr < —a/2oux > a/2
Na regiao dentro do poco, a solugao geral da eq. de Schroedinger independente do tempo
¢ a mesma que a encontrada anteriormente em situacoes analogas:

vV2mE
h

Para as regides > a/2 e x < —a/2 onde o potencial ¢ infinito, a funcao de onda deve ser
identicamente nula. Aplicando a condicao de continuidade da funcdo de onda nos pontos
+a/2, temos:

U(x) = Asinkx + Bcoskz onde k =

2 ka L ka __ _a
Asin % + Beos 3 =0 (emx = §)

Asin —% + Beos =% =0 (emz = —4%)

Somando e subtraindo as duas equacoes acima, obtemos as relacoes:

2Bcosk2—“ =0
2Asin% =0

E facil notar que nao ha nenhum valor de k que satisfaca simultaneamente as duas condicoes
acima. No entanto, podemos escolher uma das constantes A ou B iguais a zero, e impor,
no termo com a constante nao nula, a condigao de que o seno ou cosseno se anule:

A:()ecosk—z‘lz() =

BzOesink—;:0:>

=ng,n=135..

=nm,n=1,23,..

SR

Portanto temos:
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kn=n%,n=135,..comV¥,(x) = B,cosk,x
kn=nZ,n=246,. comV¥,(r) = A,sink,x

Como para ambos os casos temos a relagdo k = V2mE/h, temos a seguinte expressao
para as energias possiveis da particula na caixa:

L RR R

om  2ma2’

E, n=123,..

7.4.2 Poco Finito

Uma situacao mais realista corresponde ao pogo de potencial de altura finita V:

Voparaz < —a/2oux > a/2
Opara —a/2 <z <a/2

V(z) = {

Elétrons no metal estao em uma condicao semelhante a essa. As particulas no niucleo
atomico também podem, em primeira aproximacao ser descritas por um conjunto de parti-
culas num poco de potencial quadrado de altura V,. Vamos considerar aqui somente o caso
de particulas “dentro do pogo”, ou seja para E < V, (particulas ligadas). Vamos também
numerar as regives r < a/2, —a/2 < x < a/2 e x > a/2 como I, II e III. A solugao da
equacao se Schroedinger na regiao Il é a mesma do caso anterior:

2mE
Uy (x) = Csinksx + D cos kax com ky = ;Ln
Nas regioes I e III, temos para a equacao de Schroedinger:
n? d*V(z)
—— =—(V,— E)¥
2m  dr? ( )¥(z)

ou

&V 2m(V, — E)
= 2 U= kU
dx? h?
onde ky = k3 = /2m(V, — E)/h. A solucao geral dessa equacao corresponde a exponenci-

als reais:

U(z) = A" + Ble ™
de modo que nas trés regioes, as solucoes sao:
Uy (z) = Ae ™ + Be* regiao I

Uy (z) = C'sinkgx + D cos kex regiao I1
Us(z) = Be ™ 4+ Fe* regiao I11

Agora, aplicando as condicoes sobre o comportamento da fun¢ao de onda para x — +oo,
devemos impor A=F=0. Para encontrar os valores das quatro constantes restantes, devemo
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s

- —qf2 . +a2

Figura 7.6: Solugoes para o poco quadrado finito: n=1, 2, 3

entao impor as condicoes de continuidade da funcao de onda e sua derivada, nos pontos
x=*ta/2:
Continuidade de ¥V em z = +a/2:

Be "4/2 = _(C'sin k2a + D cos k2“ (1)
Ee "a/2 — (C'gin kz“ + D cos k2“

Continuidade das derivadas em z = +a/2:

Blie 19/2 = k) C cos 222 + ki, D sin £2¢ (0
—kiEe k19/2 — ,C cos '“2“ — koD sin ’m

Somando e subtraindo as relagoes de (I):

(B + E)e "2 = 2D cos 2% (1)
(B — E)e /2 = —2C'sin 22 (2)

Somando e subtraindo as relagoes de (II):

(B — E)kie 1972 = 2k, C cos 22 (3)
(B + E)kie "19/2 = 2y D sin kz“ (4)

Relagoes entre k; e ko podem ser obtidas dividindo-se as equagoes acima (4+1 e 3+ 2).
Entretanto, para fazer isso, devemos garantir que o denominador nao seja nulo. No primeiro
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caso, impondo B+ E # 0 e D # 0, temos:

k
kg tan %a = kl (Z)

no outro caso, se B— E # 0 e C # 0, temos:

k
kg cot %a = —kl (ZZ)

As duas condicoes nao podem ser satisfeitas simultaneamente. Isso pode ser verificado
somando-se as duas expressoes acima, que resulta em:

koa koa
ko (tan % + cot %) =0
Multiplicando a relagdao acima por tan kya/2, temos a relagao tan® kya/2 = —1, o que é

impossivel, visto que o argumento da tangente é real. Portanto devemos impor B-E=C=0
e obter a primeira das relacoes acima, ou impor B+E=D=0 e obter a segunda das relacoes
mostradas acima. No primeiro caso, substituindo as relacoes entre os coeficientes nas
expressoes (I) e (IT), obtemos para as fun¢oes de onda:

D cos B22eha/2ehe parq o < — 2
U,(z) =4 Dcoskyzpara —§ <z < §

D cos B22eha/2e=k1e parq o > 4

Substituindo as expressoes para k; e ko na relacao (i), temos:

Ea? Ea?
o a“( sz) = \/m(V, — E)a?/22

2h?
multiplicando a expressao acima por § e definindo € = \/mEa?/2Rh?, temos:
mV,a? )
etane = —€
2h?
Na exressao acima, nao ha como isolar e obter analiticamente o valor de €. Entretanto,
. ~ 2

definido as funcoes p(e) = etane e g(€) = /™%~ — €2 como o segundo membro da expres-

sao acima, os valores possiveis de € podem ser visualizados graficando-se as duas funcoes e
determinando-se os pontos de interseccao, confirme visto na figura 7.7.

As solucoes para os trés valores mais baixos de E sao vistas na figura 7.6 . Pode-se
verificar ainda que para estados com E < V,, os valores de E se aproximam daqueles
que encontramos para o poco infinito. De maneira analoga procede-se para encontrar as
solucoes do segundo tipo. Neste caso, a equacao a ser resolvida sera:

—ecote = \/mV,a2/2h% — €2
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PIE) PLE)

Figura 7.7: Solugdo grafica para a equacao p(e) = q(e)

7.5 O Oscilador Harmonico

O caso mais realista que podemos resolver analiticamente neste curso corresponde ao do
oscilador harménico. O oscilador harmoénico tem grande importancia na fisica, pois muitos
problemas de sistemas ligados em equilibrio, como moléculas, d4tomos ou moléculas em
uma rede cristalina, e mesmo particulas no nucleo atémico, podem, para pequenos deslo-
camentos da posi¢do de equilibrio (pequenas energias de excita¢do) ser descritos por um
potencial do tipo:

1 av
V(z)==-Ka* F=—— =—-Kzx
(z) 2 dx
O potencial mostrado na figura 7.8 é tipico da ligacao de moléculas di-atomicas, como Oy ou
Ns. Classicamente sabemos que uma particula de massa m sob acao desse potencial, para
pequenos deslocamentos em relacao & posicao de equilibrio, executa movimento harmonico,

descrito pela equacao:

3=

Cuja solucao é:
x(t) = Acos(wt + ¢)

1 1 1
E=-Ki>+-mv?=-KA?
2 2 2

A amplitude da vibrac¢ao é z, = \/2E/K onde E é a energia total do sistema e pode ter
qualquer valor. No caso quantico, temos que resolver a equacao:
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| i »
0 Separacdo de Distancia do
cquilibric dissociagio

Figura 7.8: Potencial sentido por um &tomo, numa molécula di-atémica

i )
2m  dx?

1

+ —K2*®(z) = E®(x)

2

dz?

definindo 3 = 2mE/h? e a = mw/k:

mudanca de variavel: v = y/ax:

dv _dvdu _
de  dudr

d*P [ZmE m2w

adu’ dz? ~ du

h2 m

2
K
xﬂq):o; w? =

+ (B —a?rH)d =0

ae . o d (d@) du  d*®

dr ) dv ~ “d?

e portanto a equacao de Schroedinger fica:

d*®

a— + (8 — au®)®

du?

2o B

=0ou—+(=—u?)®=0

du? «

Para encontrar a solucao desta equacao, antes vamos tentar descobrir o comportamento
assintotico de ® para grandes valores de u. Neste caso, podemos escrever a equagao acima

comao:
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d’®, 9 d?®, 9
T2 —u @azoouwzu P,

podemos facilmente verificar que a solugao assintotica ®,(u) é dada por:

D, (u) = Ae " /? + Be®'/?
calculando as derivadas:

do,

= — Auev/? + Bue®’/?
du

Rl
du?

= Au?e 2 — Ae? 4 Bu?e™? + Be"'/? = (u® — 1) Ae 2 + (u? + 1)Be*/?

o que para grandes valores de u se reduz a:

d*®,

du?
Para que esta solucao seja uma solucgao fisicamente aceitavel para a equacao de Schroedin-
ger, ela nao pode divergir para u — +oo e portanto devemos escolher B = 0. A solugao
da equacao de Schoedinger para qualquer valor de u, pode entao ser fatorada como:

= u?(Ae™? 4 Be"'/?) = 420,

O(u) = Ae > H(u)

onde H(u) deve ser uma funcao que varie lentamente para u — 400, ou seja: cres¢a mais
lentamente que ¢**/2 de modo que no produto acima, para grandes valores de u prevaleca
o comportamento assintotico que foi obtido. Calculemos agora a derivada segunda desta
fungao, para obtermos entao a equacao para H(u):

dd dH
= —Aue ?H(u) + Ae‘“Q/Q%
d2¢ 2 2 2 dH 2 dH 2 d2H
= —Ae™ P H(u) + Aute ™2 H(u) — Aue™ /2% — Aue™ /2% Ae™ /QW =
2 dH d*H
— —u/2 2
= Ae %/ (—H—l—uH—Qu%—i—W)

substituindo na equagao de Schoedinger, temos:

) dH d*H )
Ae /2 (—H +uPH — 2u— + —) + <§ — u2) Ae " PH =0

du du? o

ou
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du? u% «

Como sabemos que a solu¢ao H(u) deve ser uma fungdo bem comportada, ela pode
sempre ser escrita na forma de uma série de poténcias. Definindo a expansao de H(u)
Como:

*H dH
—— 2 +<§—1)H:0

¢}
H(u) = Zalul = ap + ayu + agu® + ...
1=0
as derivadas de H(u) podem entdo ser escritas como:

dH &
% = Z lazul_l = a1 + 2a9u + 3a3u2 + ...
PH &

T Zl(l—l)alul_2 =2-lay + 3 - 2azu + 4 - 3asu® + ...
=

Substituindo na equagao para H(u), temos:

Z (I —1)au!=2 — QUZ laju'™" + (g - 1) Z au! =0

ou

Zl(l — Dau'™ + lz_; (g — 21— 1) au! =0

1=0
na primeira somatoria, os dois primeiros termos sao nulos. Podemos redefinir os indices
trocando [ — [ + 2 de modo que a equacgao acima fica:

D (4 2)(1+ Dagou' + (g — 2l — 1) au! =0
=0

=0
ou

(o.9]
Z ((l + 2)(l + 1)al+2 + (g — 2] — 1)al> Ul =0
1=0
para que esta expressao seja nula para qualquer valor de u, devemos impor que os
coeficientes de ! sejam nulos e entdo obtemos a seguinte relacio entre os a;:

E—(2+1)

9= —2———=

T+ +2)

com esta expressao, dado ag podemos calcular todos os outros coeficientes pares. Dado

a; podemos calcular todos os impares. A solugdo H(u) pode entdo ser dividida em duas
séries distintas:

aj
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H,(u) = u+ R u' + ...)

H(u)—alu(1+—u + Bty y
aq aq

Com H(u) = H,(u) + H;(u). Resta entdo verificar se o comportamento da série obtida,
para grandes valores de u, respeita as condicoes necessarias. Para isso, verifiquemos o
comportamento das razoes a;,2/a; para grandes valores de I:

Gty —_(2l+)_2
lim lim *——— =

l—oo Qg |—00 (l —+ ]_)(l =+ 2) l
esta razao de coeficientes, para grandes valores de 1, é idéntica & mesma razao na expansao
em série de poténcias da funcao e’

=1+u + 4+UG+ +uz+—UZ+2+
_ W21
23T ()

portanto, a razao entre dois coeficientes consecutivos, a;1o € a; é:
!

!
ai+2 _ (2)! _ (5)! _ 1
a G+ G+DE) L4
que para grandes valores de [ é idéntica a razao que obtivemos para os coeficientes das
funcoes H, e H;. Embora para pequenos valores de [ os coeficientes sejam diferentes,
quando queremos comparar o comportamento dessas funcoes para grandes valores de u,
0s termos com pequenas poténcias de u (pequenos valores de [) nao sao importantes e
. 2
portanto, verificamos que para grandes valores de u, H(u) ~ e* . Portanto,

lim Ae_“2/2H(u) = Ae‘“Q/Q(aOeUQ + alue“2) = a0A6“2/2 + alAue“2/2

uU— 00

e portanto serd divergente, contrario & condigdo imposta inicialmente para H. A menos
que para um dado valor de [, por exemplo [=n, o coeficiente a;. o para uma das séries se
anule e portanto todos os outros com [ maior. Supondo que esta condi¢ao se dé para um [
par, H,(u) serd agora um polinémio e se fizermos a; = 0 a outra série H,(u) serd nula, e o
comportamento assintotico para ®(u) serd obedecido. De modo anélogo, se a;1o se anular
para um valor impar de | e fizermos ag = 0. Para que um dado coeficiente a;,o se anule
para [=n, devemos impor a condicao:

g—(2n+1):00uﬁ:(2n+1)04

substituindo as expressoes para « e [ na exressao acima, obtém-se:

2mE mw
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7.5 O Oscilador Harmonico

ou

1
E,=(n+ §)hw, n=0,1,2,3,...

Figura 7.9: Fungoes de Onda do Oscilador Harmonico

que corresponde a quantizacao da energia para o oscilador harmonico. As funcoes de
ondas correspondentes sao:

n=0: ®,(u) = Age */?

n=1: & (u) = A 2ue />

n=2: ®y(u) = Ay(4u? — 2)e /2

n=3: Os(u) = As(8u’ — 12u)e /2

n=4: O4u) = As(16u* — 48u? + 12)e /2

n=>5: ®z(u) = As(32u° — 160u? + 120u)e~*/?
(

impar.
As fungbes H(u) , mostradas entre parénteses nas expressoes acima, sdo conhecidas como
polindomios de Hermite. Os polomios de Hermite podem ser otidos da relacao:

2 d” 2

Hn — (=) U
() = (—1yer e

Os coeficientes de normalizagao das fungoes de onda sao dados por:

mw 1/4 1
()
7h 2nnl
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Figura 7.10: Possiveis transicoes em moléculas diatdomicas

7.5.1 Espectro Vibracao-Rotacao Molecular

Uma molécula diatémica, como a de HBr pode vibrar e também girar em torno de um eixo
perpendicular ao definido pelos centros dos d4tomos da molécula. As energias de rotacao
de uma molécula diatomica sao dadas por:

5o J* i+ )R

7Tor 20

Onde j é o nimero quantico associado ao momento angular de rotagado J e I o momento
de inércia. Note que um rotor, ao passar de um estado com niimero quantico j, para outro
com j-1, emite um foton com energia hv; = E; — E;_1 = 2jh*/21. A diferenca de energia
de fotons emitidos de estados com j consecutivos é portanto constante: § = (hv; — hv,_q).
No caso de HBr, as energias de vibragao sdo dadas por (n + $)hw = (n + 1)0,316 eV.
As transi¢oes de um estado a outro sdo governadas por uma regra de selecio (ligada a
conservagao de momento angular, mas que nao discutiremos aqui), dada por Vj = +1.
Nas vibracoes de uma molécula di-atomica, o momento angular é sempre nulo. Portanto
transicoes de um estado n para n-1 ou qualquer outro estado de energia mais baixa sao
proibidas, pois correspondem a Vj = 0. Com isso as possiveis transicoes, envolvendo o
estado fundamental (energia de ponto zero) e as rotagoes a partir desse estado, o primeiro
estado vibracional (n=1) e as rota¢oes desse estados sao vistas na figura 7.10:
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7.5 O Oscilador Harmonico

Sketch of the vibration-rotation spectrum of HBr
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Figura 7.11: Espectro vibragao-rotacao molecular

O espectro da radiagdo (infra-vermelho) emitido por uma molécula diatomica é portanto
como mostrado na figura 7.11.

7.5.2 Operadores de Criacdao e Aniquilacao de Fonons

Na fisica de solidos, o termo fonon é usado para denominar o quantum de energia vibra-
cional. Assim como hv é a energia do foton, o quantum de energia eletromagnética, a
energia do fonon de vibragao ¢ hw. Definimos os operadores @ e a™ chamados operadores
de destruicao (aniquilagao) e criagao de fonons como:

N mw(A+ ) A)
a=4/—(xr+ —
2h mwp
N (PN S
“@ = 2h (@ mwp>

aq)n = \/ﬁcbn—l; ZLxhl)n =Vn+ ]-q)n—l-l

onde ®,, sao as func¢oes de onda do oscilador harmonico. Por exemplo:

é facil verificar as relacgoes:

mw 1 Q@ 1d 2
~ _ ~ ~ _ “ - —az?/2 —
ady = | /_271 (Z 4+ —Dp)Py (x + a—dI)A12\/axe

mw 2

1
= AjoV2(2? + — — 2¥)e " = A2 2 = Agem ")
[0
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) 1d 2
ity =Y e, = S 2L A e
@ %o 2h (@ mwp) 0 Z(I ozdm> 0¢

« 2 2 2 2
— —A —ax?/2 _ A —az?/2 _ A2 —ax® /2
\/g olx + x)e 0—\/5\/51’6 12V aze

outra relacao importante, envolvendo esses operadores:

atad, = at/nd, , = nd,

Esse operador N = ata , ¢ chamado ntimero de fonons, pois aplicado & funcao de onda
de um dado estado do oscilador, obtem-se o niimero de fonons desse estado. A equacao de
Schoedinger para o oscilador harménico pode ser escrita como:

h? d? 1
——— + -K2°)®, = E,®,
( 2m dx? + g )
Definindo o operador Hamiltoniano H =T + V = (—%% sK2?), a equacdo fica:
H®, = E,®

em termos dos operadores @ e a™ a equacao de Schoedinger para o oscilador harménico
¢ escrita como (lembrando que B, = (n + 3)hw):

. 1 1

A formulacao quantica em termos de operadores de criacao e aniquilagdo, também cha-
mada de sequnda quantizacao, ¢ muito utilizada na solucao de problemas complexos.

7.6 Caixa Cuabica: Equacao de Schroedinger em 3
Dimensoes

Vimos que a Equacao de Schroedinger pode ser escrita na forma:
T+Vd=FEd
onde T ¢é o operador energia cinética, Vo operador energia potencial e E o operador

energia total. Em trés dimensoes, utilizando-se coordenadas cartesianas, a energia cinética
de uma particula é dada pela expressao:

1
T — (2 2 2
Qm(px+py+pz)

e portanto o operador quantico correspondente sera:
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7.6 Caixa Cibica: Equacao de Schroedinger em 3 Dimensoes

7712<62 N 0? N 82)
ox?  Oy? 022

e a equagao de Schroedinger em trés dimensoes sera entao:

T=——
2m

i ( o + o + o YU ( t)+ V( YU ( t) 'ha U( t)
—— (== + =+ —=)¥(z,y,2 x,y,2)V(x,y,2,t) = ith—V(x,y,z
2m 8'1;2 8y2 822 ’y? ) 7y’ ’y’ ) 8t 7y7 )
Facilmente podemos verificar que também aqui, se V nao depende explicitamente de £,
podemos separar a solucao na forma:

U(z,y,z,t) = ®(z,y,2)p(t)

onde ®(z,y,z) é a solucao da equacgao de Schroedinger independente do tempo:

h2 32 82 82
o (g2 T a2 " 5,2)2(@,2) + V(wy,2)8(2,y,2) = ED(x,y,2)
Consideremos agora um caso simples, o de uma particula dentro de uma caixa cibica,
definida pelo potencial:

Opara0 <z < L
Opara0 <y < L
Opara0 < z < L
oo fora da caira

V(zy,z) =

Aqui também facilmente se verifica que como V nao depende explicitamente de x,y,z
podemos obter a solucoes da equacao na forma de um produto de fungoes, cada uma
correspondendo a uma dimensao espacial. Uma solucao possivel para este problema é
dado pela funcao de onda:

& (x,y,2) = Asin kyx sin ko sin kzx

Substituindo-se esta fun¢ao na equacao de Schroedinger encontra-se para a energia da
particula:

h2
E=—(k+k+Ek
m( 1 2 3)

Aplicando-se a condicao de continuidade da funcao de onda nas regioes dentro e fora da

caixa, observa-se que as constantes k; devem obedecer a relacdo: k; = n;m/L onde n; sao

nimeros inteiros. Em termos dos n;, a energia da particula sera entao:

h2r?

Enlngng = W(n% + n% + ng) n;, = 1,2,3,...

A energia da particula na caixa é quantizada e caracterizada por um conjunto de trés
ntmeros inteiros, correspondentes & condicao de continuidade da funcao de onda nas trés
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diregoes espaciais. O estado fundamental (menor energia) corresponde portanto a n; =
ne = ng = 1, com a energia dada por:

3h2m?
2mL>?

O primeiro estado excitado sera aquele em que 2 dos n tém valor 1 e um deles assume
o valor 2, com a energia tomando o valor 3m2h*/mL?. Existem trés estados com essa
mesma energia, descritos pelas fungoes de onda ®51 1, P19 € ®112. Quando ha mais de
uma funcao de onda para descrever um mesmo nivel de energia, dizemos que esse estado é
degenerado. No caso acima temos um estado com degenerescéncia tripla.

A degenerescéncia reflete uma simetria do problema. Considerando por exemplo uma
caixa sem simetria ctbica, ou seja com lados desiguais L1, Lo, L3, a solucao da equacao de
Schroedinger com aplicacao das condicoes de continuidade da funcao de onda seréa:

111 —

. T . NoT Y
Dy nons (T,y,2) = Asin x sin y sin z
Ly Ly Ls

e a energia da particula serd dada por:

Rr? (n?2 n2  n?
om \12 12 12

e portanto Fi19 # Fi91 # E112, nao havendo portanto estados degenerados, ou seja, a
quebra da simetria do problema removeu a degenerescéncia.

7.7 Exercicios

1.- Uma particula esta sujeita ao potencial de um oscilador harmonico, cuja fungao de onda
¢ dada por:

\I/(I) — Ae—mwm2/2h

(a) Seria a quantidade de movimento uma constante neste estado? Se sua resposta for
positiva, determine o valor da quantidade de movimento. Se for negativa, determine o
valor médio da quantidade de movimento. O que seria obtido em medidas da quantidade
de movimento da particula neste estado?

(b) E a energia mecanica conservada neste estado? Se sua resposta for positiva, determine
o valor da energia. Se for negativa, determine o valor médio da energia. Que vocé obteria
numa medida da energia da particula neste estado?

c) Calcule < z > e < x? > para essa particula.

d) Calcule a incerteza na medida da posi¢ao da particula, definida como o desvio padrao.

e) Repita o célculo de c) e d) para o momento da particula e verifique se o principio de
incerteza é obedecido neste caso.

2) A fungao de onda para uma particula confinada numa caixa de largura a é dada por:
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Asin ZLe BN — g /2 <z < a/2
0z < —a/2oux>a/2

a) Verifique que esta fun¢io ¢ uma solugao da equacdo de Schroedinger. b) Determine o
valor da energia total i neste estado.
3.- Repita o calculo do potencial degrau realizado em classe, para a condicao E>Vo,
considerando agora a funcao:
V, parax <0
Viz) = { Oparaxz >0

Calcule os coeficientes de transmissao e reflexao e compare-os com os obtidos em classe.

4.- Mostre que o problema de uma particula passando por um pog¢o de potencial (V' =0
paraz <0,V = -V, para0 <z <aeV =0 paraz > a), com F > 0 é equivalente ao da
barreira de potencial de altura V, nas mesmas condicoes.

5.- Uma reacao de fusao importante na producao de energia solar envolve a captura de
um préton por um niicleo de carbono, que tem carga seis vezes maior que a do proton e
um raio 7 ~ 2 - 107%m. a) Faga uma estimativa do potencial coulombiano V que atua
sobre o proton se ele estiver na superficie do niicleo. b) O préton incide sobre o nucleo
devido seu movimento térmico. Podemos realisticamente supor que sua energia total nao
seja muito maior que 10kT, onde T ~ 107K é a temperatura no interior do sol. Calcule
sua energia total nessas condigoes e compare com a altura da barreira calculada no item
anterior. ¢) Calcule a probabilidade de que o proton possa penetrar em uma barreira
retangular equivalente, de altura V e se estendendo de r a 2r, o ponto em que a barreira
cai para V/2.

6.- Um atomo do gas nobre kripton exerce um potencial atrativo sobre um elétron nao
ligado que varia muito bruscamente. Devido a isto, é uma aproximacao razoavel descrever
o potencial como um poco quadrado atrativo de raio igual a 4 - 1071%n, o raio do atomo.
As experiéncias mostram que um elétron com energia cinética de 0,7 €V nas regides fora
do atomo pode atravessa-lo sem sofrer praticamente reflexao nenhuma. O fenomeno é
chamado efeito Ramsauer. Use essa informagao para determinar a profundidade (V,) do
poco quadrado.

7.- Uma particula confinada numa caixa de paredes impenetraveis e largura L estd num
estado cuja fungao de onda ¥(z,t) é dada pela combinagao linear:

U(x,t) =, Wy(x,t) + caWa(a,t)

onde ¥, e U, sao as auto-funcoes de energia normalizadas para o estado fundamental
(energia E) e para o primeiro estado excitado (energia Es) respectivamente e ¢; e ¢y sa0
constantes.

(a) Mostre que esta fun¢ao de onda pode representar um estado quantico porque obedece
a equacao de Schrodinger dependente do tempo.

(b) Encontre o valor dessas constantes que normalizam a fun¢do de onda V(x,t).
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(¢) Seria a fun¢do de onda W(z,t) um auto-estado de energia? Se sua resposta for positiva,
determine o valor da energia; se for negativa, determine a energia média deste estado em
funcao das auto-energias E; e Fy. Em qualquer caso justifique sua resposta.

(d) Determine a densidade de probabilidade ¥*W. O termo dependente do tempo repre-
senta uma oscilacao. Obtenha a freqiiéncia dessa oscilacao e tente interpreté-la.

8) Um proton e unm déuteron (mesma carga do proton, massa duas vezes maior) tentam
penetrar em uma barreira de potencial de altura 10 MeV e largura 107 m. As duas parti-
culas tém energia de 3 MeV. a) Use argumentos qualitativos para prever qual das particulas
tem maior probabilidade de consegui-lo. b) Calcule quantitativamente a probabilidade de
sucesso para cada uma das particulas.

9) Aplique a condigao de normalizagao para mostrar que a constante multiplicativa para
a autofuncao com n=3 do poco de potencial quadrado infinito é B3 = \/%.

10) Uma bola de bilhar, de massa m=0.2 kg e energia E é jogada na direcdo de uma
rampa inclinada, de altura H=10 ¢cm. Para E=1.001*mgH, calcule qual a probabilidade
da bola nao conseguir subir a rampa.

11) Um dos estados excitados do dtomo de hidrogénio tem fungao de onda dada por:

U(r,0,p) = Ar’e /32 sin § cos fe ¢

onde A é uma constante e o sistema de coordenadas é o esférico.

a) Qual a expressao para o componente na dire¢ao z do momento angular nesse sistema?

b) Utilizando o resultado do item a), qual o componente z do momento angular para o
atomo de higrogénio no estado descrito pela funcao de onda acima?

12) No caso da barreira de potencial com E>Vo, como desenvolvido nas notas de aula:
a) Mostre que se B=0, o coeficiente de transmissdo serd igual a 1. b) Mostre que nesse
caso, a densidade de probabilidade para se encontrar a particula na regiao 0<x<a é dada
por:

U,V = C'*C(ﬁ)2 1—(1—- (@)2) cos? kox
ko k1

¢) Verifique também que a condigdo B=0 implica em kya = nw, n=1,2,3,...

13) Encontre |¥|* = ¥ (z)*¥(x) para as solugdes da barreira de potencial (E<Vo ¢ E>Vo)

14) A constante da forga restauradora C para vibragdes interatomica em uma molécula
diatomica tipica é de aproximadamente 10°J/m?. Use esse valor para fazer uma estimativa
da energia de ponto zero das vibragoes moleculares.

15) (a) Faca uma estimativa da diferenga em energia entre o estado fundamental e o
primeiro estado excitado da molécula vibrando considerada no problema anterior. (b) A
partir dessa estimativa, determine a energia do f6ton emitido por vibracoes da distribuicao
de cargas quando o sistema faz uma transicao entre o primeiro estado excitado e o estado
fundamental. (c) Determine também a freqiiéncia do féton e compare com a freqiiéncia de
oscilagao classica do sistema. (d) Em que regido do espectro esta a radiagdo emitida?

16.- No instante t=0, um sistema é descrito pela seguinte fun¢ao de onda normalizada:
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\If(l‘,()) = \/gq)o(l') + \/gq)z(l') + C@g(x)

onde @y, &1 e 3 sao as autofuncoes normalizadas do oscilador harmoénico. Calcular o
valor numérico de ¢? Qual o valor esperado da energia se é efetuada a medida dessa no
instante t=07

17.- Mostre que um oscilador harménico com energia E, = (n + 1/2)hw corresponde a
amplitude de um oscilador classico A,, = v/(2n + 1)h/mw.

18.- Encontre a constante de normalizagao (Ay) para o estado fundamental do oscilador
harmonico.

19.- Calcule a probabilidade de um oscilador harménico no estado fundamental ser en-
contrado fora da regiao “classica”.

20.- Um elétron esta contido numa caixa de paredes rigidas de largura 0.1 nm. a) Desenhe
os niveis de energia até n=4. b) Encontre os comprimentos de onda de todos os possiveis
fotons que poderiam ser emitidos até que o elétron passe do estado n=4 para o n=1.

21.- Um elétron esta preso em um pogo de potencial infinito de 0.3 nm de largura. a) Se
o elétron estd no estado fundamental, qual a probabilidade de encontré-lo a menos de 0.1
nm do lado esquerdo da parede? Repita os calculos para um elétron no estado n—99. As
respostas sao consistentes com o principio de correspondéncia?

22.- Se o potencial V é independente do tempo, mostre que o valor esperado de x ¢é
independente do tempo.

23.- Determine o valor médio de W2 (z) dentro de um po¢o de potencial infinito para
n=1,5,20 e 100. Compare esses resultados com a probabilidade classica de encontrar a
particula dentro da caixa.

1/L (independente de n, em acordo com a previsao classica)

24.- Considere um poco de potencial finito de largura 3 x 107°m que contém uma
particula de massa m= 2GeV /c?. Quéo profundo deve ser esse potencial para conter trés
niveis de energia? (Exceto pelos valores exatos das energias, esta é a situagao aproximada
de um nticleo de deutério).

25.- Uma possivel solucao para o oscilador harmonico simples é:

U, = A(2ax® — 1) %"/

onde A é uma constante. Qual o valor da energia E,, desse estado?

26.- Mostre que a energia de um oscilador harmonico simples no estado n=1 é 3hw/2
substituindo a funcao de onda ¥, = Aze **"/2diretamente na equacao de Schroedinger.

27.- Uma molécula Hs pode ser aproximada por um oscilador harmonico simples com
constante de mola k= 1,1 x 10°N/m. Encontre a) os niveis de energia e b) os possiveis
comprimentos de onda de fétons emitidos quando a molécula Hodecai do terceiro estado
excitado, terminando no estado fundamental.

a) B, = (n+1/2)0.755e¢V b) 1640 nm; 822 nm; 549 nm

28.- a) Calcule a probabilidade de transmissao de uma particula o de energia E = 5
MeV através da barreira coulombiana de um niicleo pesado, que pode ser aproximada por
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uma barreira quadrada de altura Vo = 15MeV e largura L = 1,3 x 10~ *m. Calcule essa
probabilidade b) dobrando a altura da barreira e ¢) usando a altura original mas dobrando
a largura da barreira. Compare os trés resultados.

29.- Considere uma particula de energia E aprisionada num poc¢o de potencial como
mostrado na figura abaixo. Desenhe esquematicamente as funcoes de onda para os trés
estados de mais baixa energia da particula. Explique o esquema obtido.

V(x)

30.- Quando uma particula de energia E se aproxima de uma barreira de potencial
de altura Vocom E>V,, mostre que o coeficiente de reflexdao pode ser aproximado por
R = [(Vpsin(kL))/2E)>.

31.- Para uma regiao onde o potencial ¢ V=0, a funcao de onda de uma particula é dada
por \/2/asin(3mx/a). Calcule a energia da particula.

32.- Considere um poco semi-infinito no qual V=00 para x < 0, V=0para 0 < x < L e
V=V, para x > L. a) Mostre que as fun¢oes de onda possiveis sdo Asin kx dentro do pogo
e Be *2%para x > L, onde \/2mE/h% e ky = \/2m(Vy — E)/h2. b) Mostre que a aplicagio
das condigoes de contorno resultam na relagao kqotg(ka) = —k.

33.- A fungao de onda para o estado n=2 do oscilador harménico é A(1 — 2az?)e
a) Mostre que o nivel de energia correspondente é 5w /2, substituindo a fun¢ao de onda
diretamente na equagio de Schroedinger. b) Encontre <x> e <x?>.

<z >=0; <2’ >=5/2x

34.- Uma particula esta aprisionada entre x= 0 e L dentro de um poco de potencial
infinito. Sua funcao de onda é uma superposicao do estado fundamental e primeiro estado
excitado. A func@o de onda é dada por:

—ax?/2

1 V3

Mostre que esta funcao de onda esta normalizada.

35.- Considere uma particula de massa m dentro de uma caixa quadrada bi-dimensional
de lado L, alinhada com os eixos x e y. Mostre que as fun¢des de onda e niveis de energia

da particula sao dados por:

2 . hr?
U(z,y) = 7 sin n[jrx sin ny[iry; T (n2+n?
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8 O Atomo de Hidrogénio

O modelo de Bohr para o d4tomo de hidrogénio, embora forneca valores corretos para as
energias dos estados atomicos e do espectro da radiagao emitida, nao pode ser correto do
ponto de vista da mecanica quantica, pois estabelece 6rbitas bem definidas para o elé-
tron, que certamente violam o principio de incerteza. A descricao correta deve ser obtida
resolvendo-se a equacgao de Schoedinger para um elétron sob a acao do potencial coulom-
biano V(r) = — 473505' A solucao completa deve ainda incluir o “spin”, uma propriedade
relativistica do elétron, que classicamente é equivalente a uma rotagao em torno de um
eixo passando por seu centro. O spin é responsavel, por exemplo, pela estrutura fina dos
espectos atomicos, mas nao serd incluido nesta discussao.

O tratamento que vamos descrever, assim como o modelo de Bohr, pode ser aplicado a
qualquer atomo Z, com somente um elétron ligado (ion). Portanto vamos utilizar aqui a
energia potencial de um elétron em um nicleo com Z protons: V(r) = — ﬁ:jr. Também,
vamos considerar que a massa do nucleo é muito maior que a do elétron, de modo que o
CM do atomo coincide com o centro de seu nucleo. Isso é equivalente a usar, nas equacoes,
a massa reduzida do elétron, u = %m, onde M é a massa do ntcleo e m a do elétron.

Vimos no capitulo anterior, a equacao de Schroedinger em 3 dimensoes, para a particula

em uma caixa cibica:

—h—2(8—2+a—2—|—8—2)\11(x zt) + VU(z,y,z2,t) = 'hQ\If t 8.1
2m axz 3y2 822 7ya ) 7y7za) ? at ('Iayaz)) < . )

as derivadas parciais espaciais podem ser escritas de forma compacta, definindo-se o
operador Laplaciano: V2 = 88—; + a_;? + g—;:

R _, 0
—— VU U =ih—U
2mV +V 7 BT

Para o caso do a4tomo de hidrogénio, e para todo problema envolvendo um potencial
central, € muito conveniente resolver o problema em um sistema de coordenadas esféricas:

x =rsinfcosy
y =rsinfsing

z=rcosf
pode-se verificar que o Laplaciano, em coordenadas esfericas pode ser escrito como:

r20r> Or’  r?sinf 06 90°  r2sin? 6 Op?

v’ =
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8 O Atomo de Hidrogénio

X

Figura 8.1: Sistema de coordenas esféricas

e portanto, a equacao de Schroedinger para o &tomo de hidrogénio, em coordenas esféricas
é escrita como:

219, ,0 o1 0 B 1 o Ze? 0
oo oY T ulsmaae S0 - v =ihgt

r2sin? § Op?

A parte angular dessa equacao pode ser expressa em termos do operador ﬁz, o modulo
quadrado do momento angular. Classicamente, o0 momento angular de uma particula ¢é
expresso como L=7x p. Em coordenas cartesianas, os componentes do operador para o
momento angular sao entao dados por:

0 0

L, = (yp.— zpy) = —ih(y Yo, ~ Z(?_y)
- R N 0 0
L, = (z2py —ap,) = —ih(z % — xa)
. 0 0
L. = (apy —yp.) = (xa—y - y%)

escrevendo-se esses componentes em termos das coordenas esféricas, temos:
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8.1 Separacao de varidveis

A

L, = ih(sin go% + cot 0 cos gpai)
Y

A

L, = ih(— cos go% + cot 6 sin gp%)

L.= —ind
g
e entao, 2=LL= f)i —i—[:; —1-12 Os operadores p, ﬁx, f/y e L, obedecem as seguintes
regras de comutacao:
[Le,L,) = ihL, , [L,,L.] = ihL,, [L.,L,] = ihL, e [L?,L.] = 0.
Portanto, L? e L, podem ser determinados simultaneamente.
Em coordenadas esfericas, o operador L2 & escrito como:

1 0 0 1 02

2 .
il g—)+ —— ~
[sin 0 06 (sin 80) * sin? 6 8(,02]
e a equacao de Schroedinger para o d&tomo de hidrogénio, em termos do operador 1% ¢

dada por:

I?=—h

RP19,,0 Ze? 1 . 0
—— () — G L*V = ih—V
2ur? 0T(r 87“) dmegr * 2pur? ot

8.1 Separacao de variaveis

A solucao dessa equacao pode ser encontrada empregando-se sucessivamente a técnica
de separacao de variaveis. Como o potencial nao depende explicitamente do tempo, a
parte temporal da funcio de onda sera e *FY/" ¢ podemos entdo escrever a equacao de
Schroedinger independente do tempo:

219, ,0 7>

Y29y L2 = EU
[ (/r ar 47‘(607’ (r’07gp) (T79’(10)

U(r,0

no lado esquerdo da equacao o termo entre colchetes depende somente de r e o operador
L? depende somente das varidveis angulares, pode-se facilmente verificar que a solucao para
U pode ser fatorada em dois termos:

U(r,0,p) = R(r).Y(6,p)

que substituido na equacao resulta em:
219,,0 Ze? R(r) »
Y(0,0)[——= = (r*=) — R —2L*Y(0,0) = ER(r)Y (0
(0,0 e 6)7,(7“ or) " Tmegr T+ 22 (0,9) (r)Y(0,p)

multiplicando-se a equagao por 2ur?/h*RY e deixando somente o termo em L? no se-
gundo membro, temos:
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8 O Atomo de Hidrogénio

10, ,0R 22 Ze? 1 .
Sy ek e A O )= LY
ROr> Or h? Amegr h2Y

portanto, como o lado esquerdo s6 depende de r e o direito de 6 e ¢, devem ser iguais a
uma constante. Por conveniéncia, como sera discutido posteriormente, vamos denominar a
constante de separacao de variaveis na forma L?. A equacdo para a parte radial da funcio

de onda serd portanto

d , L,OR(r), = 2ur? Ze?
o or )+ h? ( +47T€07“

" JR(r) = LR(7)

e a da parte angular, substituindo a expressao para o operador L2

1 d,. 0Y(0y) L 9*Y(0,p)
T T A e R

= LY (0,¢)

8.2 Solucao da parte angular da equacao

A solugao para a parte angular da equagao pode ainda ser separada no produto Y (0,p) =
O(0)2 ()

o d, . dO(h) 0 &°0(p) .,
“onaaa ) T ag A~ LOO2)
multiplicando a equagao por sin®6/0(0)®(y), temos:
sinf d . dO(H) 9 . o 1 d*®(yp) )
@ @(Slnew)ﬁ—lz Sin 0:—6 dsp2 =m
a solucdo para ®(y) é imediata:
d*®(y) 2 im
d—gﬂ:_mq) :>(I)(Q0>:O€ ®

impondo-se a condi¢ao de que a fungio deve ser periodica, (¢ + 27) = ®(yp), resulta
que m deve ser um namero inteiro (0, £ 1, +2,...). O termo em 6 pode ser escrito como:
d do(0)
3in @ — (sin
sin g 0(3111 7
Expandindo-se as derivadas, temos

)+ [L*sinf —m?O =0

2
sin? 0@ + sin 6§ cos 0@ + [L?*sin?0 — m?© =0

do? db
A solucdo para o termo em 6 é mais complexa. Vamos reescrever essa equagao, em
termos da varidvel z = cos§. Chamando ©(#) = P(cos) = P(z) e usando 4 = —sin L,
e L= —cosf-L +sin®0-L; temos:
do? dx dx?? :
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8.3 Solucao da parte radial

d*P(x) dP(x) dP(x)
.92 .9 . . . 2 .. 9 2 o
sin® f[sin QW — oS QW] + sin 6 cos [—sin 6 T ]+ [L7sin®0 — m*|P(z) =0
ou, dividindo a equacio por sin #é:
., d?*P(x) dP(zx) dP(x) m?
sin? HW — o8 QW — oS 97 +[L? — 2 Q]P(x) =0
agora, substituindo cosf = z; sin?6 = 1 — 22, temos finalmente
d*P(x) dP(x) m?
1—a)—~L 4 20—~ 4 [ — P(x) =
(1=2) dx? o dx +1 1—.1'2] (z) =0

Essa é a chamada equacao associada de Legendre. S6 existem solugoes bem comportadas
para L? = [(I+1), onde [ ¢ um inteiro tal que — < m < [. Essas solugoes sao os chamados
polinémios associados de Legendre:

oy D g d
Pule) = (=" g

A solucao completa e normalizada da parte angular é normalmente reagrupada na forma
abaixo, conhecida como harmonicos esféricos:

(2% — l)l

20+ 1)(I —|m|)

|
* pl im
Tr( gt Lmlcos6)e™

Yim(0,) = (—1)m\/

8.3 Solucao da parte radial

Finalmente temos a equagao para a parte radial da equagao:

d , 4dR(r), 2ur? Ze?
= E —I(+1
o )T T B ) B = W+ DE()
ou
A pdB0)y 20y 22 g )Ry =0
dr dr h? dmtey T n

definindo f(r) = rR(r), o primeiro termo da equacao fica:

d

dR(r) d, ,d
—_— 7" —_—
dr

_ d df d df
dr )_%( dr

Jrofr) = P () w ) = ) ) = s

(r?
a equacao radial, em termos de f(r) entdo é escrita como:

d*f(r)
dr?

2u 2uze? (1l +1) B
+ (h2 E+ 4degr r )f(r) =0
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8 O Atomo de Hidrogénio

Vamos proceder como no caso do oscilador harmonico e procurar a solugao assintética
para f(r). Quando r — oo essa equacao pode ser escrita como:

Pho(r) 2
‘ZT(T) + 25 Efu(r) = 0

definindo agora (£)? = —2

ligados, a energia total £ é negativa) a solugio serd fo(r) = e
procurar a solucao no limite r» — 0:

E (lembre-se de que como estamos tratanto de estados
—ar/2 - Agora podemos

P folr) 11+ D 4 =0

dr? r

cuja solucdo é fo(r) = 7. Portanto a forma geral de f(r) sera r'*'e=*"/2G(r), onde
G(r) dever ser um polinémio de modo a preservar os limites assintoticos. Pode-se mostrar
que para que isso aconteca, deve-se impor a seguinte condi¢do sobre os valores de a (ou
. . L 2uZe? . A . ‘ ~ .
seja, da energia E).—“—Woh%é =n=j+ 1+ 1. Os polinomios Gj(r) sdo conhecidos como os
polinémios associados de Laguerre:

fjl(r) _ efar/2T1+1Gjl (T’)

. 2 2 L, . ~
Pode-se verificar que E, = =%~ onde ay = ==— é o raio de Bohr. Essas solucdes
2,uaon 2mee

podem também serem expressas em termos da fun¢ao original R(r) como:

2T G20

Rn — ,—Zr/nag
() = 7o G

onde o parametro n se relaciona com o [ e m como:

n=123,..
1=0,12,.n—1
m=—l,—1+1,..0,..01 — 1]

8.4 Funcoes de onda e distribuicoes de probabilidades

Portanto as funcoes de onda para o a&tomo de hidrogénio sao

\Dnlm (Taeagpvt) = Rnl (T)Yzm(&gp)e_iEt/h

Essas fungoes, excluido-se o termo em t. para valores pequenos de n,l,m sao dadas por:
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8.5 O momento angular no atomo de hidrogénio

1 Z — 47T/ aQ
Uiy = ﬁ(a_)gﬂe Zr/ao
0

L Z 5 r

\J = — 2 — —)e /20
200 44/2m Qg ( a0>
1 A T
Y = ZV32( ) e/20 cos
210 4\/%(CL0) (aO)
1 A r .
v = — ()32 20 gip Pet
2 821 ao) Clo)
1 A .
Uy 1 = (—)3/2(1)6_7"/2“0 sin Qe

821w ag ap

Por razoes historicas, usa-se a nomenclatura da espectroscopia (desenvolvida no século
XIX), para classificar os estados correspondentes a essas fungoes: s - sharp, p - principal,
d - difuse, e continuando-se com as letras do alfabeto (f,g,h,...). s corresponde a l =0, p a
[ =1 e assim por diante.

’ n,I,m \ notacao ‘
1,0,0 1s
2,0,0 2s
2,1,(-1,0,1) 2p

3,0,0 3s
3,1,(-1,0,1) 3p
3,2,(-2,...,2) 3d

As distribuigées de probabilidade de se encontrar o elétron entre r e r + dr, Py(r)dr,
sao dadas por:

Py(r)dr = ;l(T)Rnl(’r’)TQdT

j& que os harmonicos esféricos sdo normalizados ( [ Y} Vi, sin0dfdy = 1). Py(r) pode
ser visto na figura 8.2, para os primeiros valores de n e [.

As distribuigoes de probabilidades em funcao de r,0,¢, dadas por |¥(r,0,0)|?dV , para
alguns valores de n,l,m sao vistas na figura 8.3.

8.5 O momento angular no atomo de hidrogénio

As funcoes de onda do atomo de hidrogénio, sao obviamente autofuncoées do operador
hamiltoniano:

H\Ifnlm = (T + V)\Ijnlm = Enanlm

mas sao também autofuncoes do operador L? 0 modulo quadrado do momento angular:
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Figura 8.2: Distribuigbes de probabilidade P, (r) e as correspondentes fungdes de onda
radiais Ry, (r).

Z-/Q‘I]nlm = h2l(l + 1)\Ijnlm

bem como do componente L. do momento angular, cujo operador é L, = —ih-2:
5 g

_Zhi Vot = hm\pnlm
0

Como a energia de um estado s6 depende de n, estados com mesmo n e [,m diferentes tém
mesma energia. Diz-se que sao estados degenerados. E lembrando que as transicoes entre
estados devem obedecer a regra de selecao Al = +1 (conservacao do momento angular, ver
oscilador harmonico), o diagrama de niveis de energia e as possiveis transi¢oes entre eles
sao vistas na figura 8.4.

Um estado atomico tem portanto F, L? e L, bem definidos (constantes) representados
pelos nimeros quanticos n, [ e m. O momento angular total L néo pode ser constante.
Como L =7 X p, se L fosse bem definido, entao 7 e p'também o seriam, violando o principio
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8.5 O momento angular no atomo de hidrogénio

=0 s-orbitals

From: http://pcgate.thch uni-bonn.de/tc/people/

I=1 p—orbitals hanrath.michael/hanrath/HAtomGifs.html
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Figura 8.3: Distribuicoes de probabilidade para os varios estados com n=1,2,3.4.
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Figura 8.4: Diagrama de niveis e transi¢coes no 4tomo de hidrogénio.
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8 O Atomo de Hidrogénio

Figura 8.5: O vetor L precessiona em torno do eixo azimutal z.

L/ 2

'_.,2:
1. y
0 >
X =1
H = -2

Figura 8.6: Direcoes de L para diferentes valores de L.

de incerteza. Como L = hy/l(l 4+ 1) e L, = mh sado constantes, temos o correspondente a
visdo classica do vetor L precessionando em torno do eixo z, como visto na figura 8.5.

Essa precessao mostra que, para m # 0, a distribuicao de probabilidade da carga ele-
tronica estd girando em torno de z, produzindo assim um campo magnético, na analogia
classica. Isso pode ser associado as propriedades magnéticas dos materiais. Por isso, o
ntimero atémico m é também chamado nimero quantico magnético. Na mecanica cléssica,
no problema equivalente (por exemplo, planetas em torno do sol), o momento angular é
conservado e estd sempre na direcao de z, perpendicular ao plano orbital. Note no limite de
grandes niimeros quanticos, o valor maximo de m faz com que a direcao de L se aproxime
cada vez mais do eixo z, fazendo, nesse limite, L= L.k e portanto constante.

8.6 Spin e Probabilidades de Transicao

O 4tomo de hidrogénio descrito nas segoes anteriores estd incompleto, nao inclui uma
propriedade muito importante do elétron que é o spin. Spin é uma palavra da lingua
inglésa que significa girar. O elétron, bem como todas as particulas elementares, tem
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8.6 Spin e Probabilidades de Transicao

Figura 8.7: Acoplamento LS

essa caracteristica, que aparece quando se inclui os fundamentos da relatividade restrita
a equacao de ondas, que é conhecida como FEquacao de Dirac. Embora a equacgao de
Schroedinger nao seja relativistica, o spin do elétron, no tratamento para o atomo de
hidrogénio pode ser incluido explicitamente. Isso estd muito além dos objetivos dessa
disciplina e sera desenvolvido em detalhes em disciplinas mais avancadas. O spin do elétron
tem valor determinado pelo nimero quantico s = % A inclusao do spin, faz com que o
momento angular total do elétron nao seja determinado apenas pelo termo relacionado ao
momento angular orbital (1), mas resultante de deu acoplamento com o termo do momento
angular de spin. Se o momento angular orbital tem projecoes na direcao do eixo z dadas
pelo niimero quantico m que tem valores de —[ a [, 0 momento angular intrinseco (spin)

pode ter projecoes s, = :I:%. H& uma interacao entre o spin e o0 momento angular orbital,

que tem a forma fg, o que determina o momento angular total j do elétron, como visto na
figura 8.7.

Outra particularidade muito importante dos atomos, que nao aparece na descricao sim-
plificada que vimos, sao as transicoes entre estados eletronicos. Os estados eletronicos no
atomo de hidrogénio obtidos com a solucao da equacao de Schroedinger sao estacionarios:
As densidades de probabilidade de se encontrar o elétron num dado elemento de volume,
dadas por |¥(r,0,p,t)|> sao constantes, nao dependem do tempo. Entdo, um elétron, se
colocado num desses estados, permaneceria ali para sempre. Isso é consistente com a re-
lagdo de incertezas entre energia e tempo: AFE.At > g Como os estados atomicos que
obtivemos tém energia bem definida, AF = 0 e portanto At, o intervalo de tempo em que
se observa esse estado ¢ infinito. Entretanto, sabemos, experimentalmente, que o elétron
vai passar continuamente, dos estados de maior energia, até chegar no estado fundamental,
com n,Im iguais a 1,0,0. Como isso acontece, s6 pode ser explicado com muito mais do
que apresentamos aqui. Podemos, entretanto, dar indicagoes do mecanismo envolvido.

Vamos imaginar que um atomo de hidrogénio, num dado instante, esta com seu elétron
no primeiro estado excitado, Wy;0. Entao, um campo elétrico externo, oscilando com
frequéncia w = (Ey — E1)/h, onde Ej & a energia do elétron no estado excitado e £y a no
estado fundamental, passa a interagir com o atomo. Para resolver esse problema, terfamos

165



8 O Atomo de Hidrogénio
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Figura 8.8: Emissao estimulada de radiacao

de incluir, na equacao de Schroedinger, um outro termo de energia potencial, devido a
interacao do campo externo com o elétron. Este é um problema muito mais complicado,
principalmente por que agora o potencial depende também do tempo. Pode-se avaliar
que o efeito desse campo serd o de fazer com que o elétron responde a ele, oscilando na
mesma frequéncia. O resultado, que pode ser avaliado & partir do equivalente na fisica
classica, é que ha uma ressonancia: A frequéncia do campo externo é exatamente igual a
da radiacao que o elétron emite quando faz a transicao entre esses dois estados. Na solucao
da equagao se Schroedinger para essa situacgao, teriamos algo como o elétron em um estado
que corresponde a uma mistura de estados estacionérios, como os que obtivemos. Por
exemplo, numa simplificagao:

—if2y —if1y
U(r,0,p,t) = Poyo(r,0,0)e "7 " + Dygo(r,0,0)e "

Agora, a probabilidade de se encontrar o elétron numa dada posi¢ao serd dada por:

W% = (U50+U00). (War10+Wi00) = [Paro]*+|Proo|*+€" 2 FPVNDE) Dot (B2 FUHRDY Dy

e portanto a densidade de probabilidade oscila com frequéncia w, e assim emite o fo6ton
com energia hw e passando para o estado fundamental. Note também que esse ¢ um
processo ressonante, a frequéncia de oscilacao do elétron é a mesma do campo externo.
Pode-se mostrar que, na visao classica, a onda eletromagnética irradiada (o foton) estéd em
fase com o campo externo. Esse campo externo pode ser, na pratica o campo associado a
um outro foton (emitido por um outro a&tomo de hidrogénio fazendo a mesma transicao).
Portanto os dois fétons estarao em fase. Diz-se que o féton que passa proximo ao dtomo
que decai o estimula a decair. Se muitos atomos de hidrogénio fazem esse mesmo processo,
temos o que é conhecido como um LASER (sigla para Light Amplification by Stimulated
Emmission of Radiation).

A eletrodinamica quantica mostra que, mesmo sem o estimulo externo, ha sempre campos
oscilantes no 4tomo, que permitem a transicao expontanea de um estado excitado para
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outro de menor energia. Como esses campos agem tanto no elétron quanto no préton
do ntcleo, em primeira aproximacao, elétron e proton formam um dipolo elétrico. A
probalidade de transicao de um estado inicial para o final, pode ser obtida calculando-se o
chamado elemento de matriz para o dipolo elétrico atémico, entre os estados inicial e final.
O operador dipolo elétrico é dado por: D = e = eF. Portanto

<D>= / Ui DWdV = / U (er) W, dV (8.2)
calculando essas probabilidades com a funcao de onda da equacao anterior, para cada

combinagao de estados iniciais e finais, obtém-se as regras de selecao para o decaimento
entre diferentes niveis:

Al=1,Am=0,+1
8.7 Exercicios

1-) Mostre que ®(p) = cosmy e ®(p) = sinme também sdo solu¢oes particulares
para o termo azimutal da equacao de Schoedinger para o 4&tomo de hidrogénio. Essas sao
autofuncoes do operador L.?

2-) Calcule a posicao em que a densidade de probabilidade é maxima para o estado
n = 1. Compare o valor obtido com o raio de Bohr.

3-) Calcule o valor esperado < V> da energia potencial do estado fundamental do atomo
de hidrogénio. Mostre que, no estado fundamental, ¥ =< V > /2, onde E ¢é a energia
total desse estado. Use a relacao £ = T + V para calcular o valor esperado < T > da
energia cinética no estado fundamental e mostre que <7 >= — <V > /2.

4-) Uma particula de massa m estd presa a uma haste rigida de massa despresivel e
comprimento R, e gira em torno da outra extremidade da haste. a) Escreva a expressao
classica para a energia total do distema, em termos de seu momento angular total. b)
Mostre que a equacao de Schroedinger para esse sistema é —zg—j%‘g = ih%—%’, onde I = mR>?
& o momento de inercia e ¢ a variavel angular. c¢) Encontre sua solu¢do e compare com
a obtida para a particula livre em uma dimensdo. d) Calcule < L > e < L? >. Qual a
incerteza em L7 Qual a incerteza em ¢?

5-) Mostre que o valor esperado do componente z do momento de dipolo D (eq. 8.2) s6
é diferente de zero se m; = my.
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10 Apéndice

10.1 Constantes Fisicas - 1

k=1381-10"% J/K k=8617-107° eV/K
N = 6,023 -10% /mol e—1602-10"19 C

me = 9,109 - 1073 kg me = 0,5110 MeV/c?
m, = 1,672-107%" kg m, = 938,3 MeV/c?

my, = 1,675-1072" kg m, = 939,6 MeV/c?
h=6,626-10"3* Js h=4136-10""¢eVs
h=1,055-10"3%Js h=0,6583-10"1°¢eVs
he=12,41-10""eVm he=1,975-10""eVm
1/4me, = 8,988 - 10° Jm/C? ¢ = 2,998 - 10 m/s

leV =1,602-107% J o=5,67-10"8 W/m2K4
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10.2 Constantes Fisicas -2

172

Velocidade da luz no vacuo
Constante de Planck

Constante magnética

Constante elétrica

Constante gravitacional

Carga elementar

Massa do elétron

Comprimento de onda Compton
Massa do proton

Massa do néutron

Massa do déuteron

Massa da particula «

Constante de Rydberg

Raio de Bohr

Constante de Avogadro
Constante de Boltzmann
Constante molar dos gases

Coustante de Stefan-Boltzmann

c=3,00x10® m/s
h=6,63x10"" Js =4,14x107 eVs
he =2,00x107% Jm = 1,24x107% eVm
o = 4mx107" N/A? = 12,6x107" N/A?
€ = % =8,85x107"? F/m
HoC

=8,99%10° m/F

4meg
G =6,67x10"" Nm?/kg?
e=1,60x10"% C
1eV=1,60x10""1J
me = 9,11x1073! kg = 511 keV /c?
Ae = 2,43x107? m
my = 1,673x107%" kg = 938 MeV /c?
my = 1,675x107%" kg = 940 MeV /c?
mq = 3,344x107%" kg = 1.876 MeV /c?
Mme = 6,645x107%" kg = 3.727 MeV /c?
R =1,10x10" m™*
Rohc=13,6 eV
ap = 5,29%x107" m
Na = 6,02x10% mol™*
kg = 1,38x107% J/K
R=2831Jmol 'K
0 =567x10" Wm2K™

Raio do Sol = 6,96x10° m Massa do Sol =1,99x10% kg
Raio da Terra =6,37x10° m Massa da Terra = 5,98x10* kg
Distancia Sol-Terra = 1,496x10" m



10.3 Constantes numeéricas

T2 3,142 In2 20,693
e 2718 In3 2 1,009

1/e = 0,368 In5 2 1,609
logyoe = 0,434 In10 2 2,303

10.4 Eletromagnetismo

10.4.1 Equacoes de Maxwell

L9

%E'dwra/B'dS_O

fB-dS:o

j{D-dS:Q:/pdV

%H-d?—i/D-dS:I:/J-dS
dt

10.4.2 Outras relacoes

D=¢E+P=¢cE

j{PdS = —Qp VP = —pPP

vz—/E-dE E=-VV
B =VxA
1 dQ. 1 dQ
E = —2¢&,  dV = —
d 47‘(’607”26 deg T
J=0cE
~lpEiBE) =2y LR
Y79 —97 T,
O°E
2
1Q2
Ve=350c

10.3 Constantes numéricas

cos(30°) = v/3/2 = 0,866
sen(30°) = 1/2

0B
VXE—FW—O
V-B=0
V-D=p
VxH—a—D:J
ot

B =uH+M)=pH

j{M-dZ: Iy VxM=Jy

e
dH = r
47rr?
A_ﬂ/JdV
A r
F =¢(E+vxB) dF =IdlxB
dp
Ja2E =
v-J+ o 0
S=ExH
1
U, =—-LI*
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10.5 Relatividade

1 , vy =V
= - — _Vt I
v 1—V2/c2 v =7z ) Va 1—Vu,/c?
= (t— Vi) = - Yy
2t vere) -~ e
2=z v, = v
oy (1 =V, /?)
E/H:EH E,J_Z’}/(EL—FVXB)
A\Y%
BIH:BH B,J_:’y(BJ_—gXE)

E=mc® = ymoc® =moc? + K E = +/(pc)? + (moc?)?
10.6 Resultados matematicos uteis

/°° xzne_wdx:LW(Z); Yt =1/1-q), (4<1)

o0

oo (2n+1)2ra™ \« —
d .
/uw—ﬁl)zln(l—l/u) ¢ = cos @ + isend
d 160 —1i0
/—Zm:1n<z—|—\/22+a2) 0059:i
(a2 + 22)" 2
ot _ o—if
9 —
sen 5;

10.7 Harmoénicos Esféricos
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10.8 Célculo Vetorial

10.8 Calculo Vetorial

10.8.1 Coordenadas cartesianas

0A, 04, O0A,

VA= Ox * oy * 0z

UxA — 0A, 04, - 0A, 0A, - 04, 04, s
-\ oy 0z 0z oxr )" Ox oy )~

of L Of. Of o uy OF OF O

Vi= or° +ayey+3zez Vf_ +(9 +8z2

10.8.2 Coordenadas cilindricas

10(rA,)  10A, 0A,
V'A_; or +; Oy * 0z

10A, 0A,]. 0A, 0A.]. 10(rA,) 10A4,].
VXA = L‘&p 82} [82 87‘} Lp+{r or r O ¢
8f 1of. Of. 9 6f 10%f  0*f
ar &t gt Tz v (5 T e T a2

Vf=

10.8.3 Coordenadas esféricas

10(24) 1 dkenfdy) 1 34

VA= 2 or rsen 6 00 rsenf Oy
[ 1 O(senbA,) 1 0A4] .
VXA_[rsinﬁ 00 ~ rsenf 890}6
1 04, 10(rAy)] . N 10(rAy) 10A,
rsenf dp r Or 0 r  Or r 00
of . 18f 1 of.
Vi= a ot r 0" o rsen@ﬁgpe@
,0f 1 0 of 1 9%
20 _+ 9 [ 20] el ZJ
vy (’3 ( 8r)+r28en989 (Sen989)+r286n29 0p?

10.8.4 Teoremas do Calculo Vetorial

j{A.ds = /(V-A) av fA-dZ: /(VXA) dS
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